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Περίληψη

Αντικείµενο της παρούσης πτυχιακής εργασίας είναι η παρουσίαση του πιθανοτικού ή
τυχαιοκρατικού αλγορίθµου της γρήγορης ταξινόµησης. Συγκεκριµένα ο αλγόριθµος που
παρουσιάζεται είναι η τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση ο οποίος ϑα υλοποιηθεί στην γλώσσα
προγραµµατισµού C. Επίσης αναλύεται ο χρόνος εκτέλεσής του και στην συνέχεια γίνεται
σύγκριση µε τους αλγόριθµους της γρήγορης ταξινόµησης, της συγχωνευτικής ταξινόµησης
και της ταξινόµησης σωρού. ΄Οσον αφορά τους πιθανοτικούς αλγόριθµους έχουν αποδει-
χθεί χρήσιµοι για την απλότητα και την αποδοτικότητά τους. Ο πιθανοτικός αλγόριθµος
της γρήγορης ταξινόµησης αποδεικνύεται ότι έχει χρόνο εκτέλεσης O(n2) στην χειρότερη
περίπτωση και O(nlogn) κατά µέσο όρο.

Λέξεις Κλειδιά

Πιθανοτικός αλγόριθµος, Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση, Γρήγορη Ταξινόµηση, Συγ-
χωνευτική Ταξινόµηση, Ταξινόµηση Σωρού, χρόνος εκτέλεσης.
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Abstract

The purpose of this thesis is the introduction of probabilistic or randomized algorithm
of quick sort. Specifically the presented algorithm is the randomized quick sort which will
be implemented in the programming language C. Also, the running time is analyzed and
then compared with the algorithms of quick sort, merge sort and heap sort. Concerning
the randomized algorithms, they have been demonstrated as useful for their simplicity
and efficiency. The randomized algorithm of quick sort turns is proven that has execution
time Θ(n2) at worst case scenario and O(nlogn) on average.

Keywords

Probabilistic algorithm, Randomized quick sort, Quick sort, Merge sort, Heap sort,
execution time.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Αντικείµενο της εργασίας

Ο όρος αλγόριθµος είναι ϑεµελιώδης και πολύ σηµαντικός στην επιστήµη της πληροφο-
ϱικής. Ειδικότερα µε τον όρο αλγόριθµο εννοείται µία απλά ορισµένη υπολογιστική διαδι-
κασία, ουσιαστικά µία σειρά πεπερασµένων ϐηµάτων ή εντολών η οποία δέχεται σαν είσοδο
µία τιµή ή ένα σύνολο τιµών και επιστρέφει σαν έξοδο ένα αποτέλεσµα. ΄Ενας αλγόριθµος
µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως εργαλείο για την επίλυση προβληµάτων και εκτέλεση άλλων
διαδικασιών που παρουσιάζονται σήµερα και σε άλλους τοµείς εκτός της πληροφορικής,
όπως είναι η ιατρική, τα Μαθηµατικά, η Οικονοµία και πολλές άλλες. Η υπαρξη αλγορίθ-
µων ωστόσο ϐοηθά τους προγραµµατιστές να τους υλοποιήσουν µε την ϐοήθεια διάφορων
γλωσσών προγραµµατισµού όπως είναι λ.χ. η C και η Prolog. Ωστόσο στην περίπτωση που
ένας αλγόριθµος δέχεται µία είσοδο και το αποτέλεσµα που εξάγει δεν είναι ορθό, τότε δεν
ϑεωρείται αλγόριθµος.

Η µελέτη της αναλυσης ενός αλγορίθµου αποτελεί µία πολύ σηµαντική διαδικασία, κα-
ϑώς µέσω αυτής υπολογίζεται η πολυπλοκότητά του, δηλαδή ο αριθµός των ϐηµάτων που
ϑα εκτελέσει έτσι ώστε να ϐρει το αποτέλεσµα. Η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθµου µπορεί
να είναι καλύτερης και χειρότερης περίπτωσης και για την πλήρη ανάλυσή του είναι
απαραίτητη η µελέτη και των δύο αυτών περιπτώσεων. Η διαδικασία αυτή στην παρούσα
πτυχιακή ϑα πραγµατοποιηθεί για κάθε αλγόριθµο.

΄Ενα σηµαντικό ϑέµα που προκύπτει πολλές ϕορές κατά την προσπάθεια επίλυσης προ-
ϐληµάτων µε την ϐοήθεια αλγορίθµων είναι η ταξινόµηση. Με τον όρο ταξινόµηση εννοείται
ο τρόπος οργάνωσης και ιεράρχησης ή κατάταξης ενός συνόλου στοιχείων είτε αυτά είναι α-
ϱιθµοί είτε γράµµατα µε στόχο την ευκολότερη διαδικασία επίλυσης ενός προβλήµατος που
δίνεται. ΄Οπως στην καθηµερινότητα η διαδικασία της ταξινόµησης είναι χρήσιµη λ.χ. για την
αρχειοθέτηση εγγράφων και άλλων διαδικασιών έτσι και στην επιστήµη της πληροφορικής
η ταξινόµηση χρησιµοποιείται για την διευκόλυνση της επίλυσης διαφόρων προβληµάτων,
και για την διαδικασία αυτήν δηµιουργήθηκαν οι αλγόριθµοι ταξινόµησης. Παράλληλα
υπάρχουν και άλλοι αλγόριθµοι οι οποίοι δεν έχουν τον ίδιο τρόπο λειτουργίας µε τους
αλγόριθµους ταξινόµησης, αλλά ϐασίζονται στην τύχη. Αυτοί οι αλγόριθµοι ονοµάζονται
πιθανοτικοί ή τυχαιοκρατικοί.

• Οι αλγόριθµοι Ταξινόµησης: ΄Οπως πραοαναφέρθηκε, δηµιουργήθηκαν µε σκοπό
την ευκολότερη επίλυση ενός προβλήµατος και είναι ευρέως γνωστοί, διαδεδοµένοι
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

και χρησιµοποιηµένοι ιδιαίτερα στον τοµέα της Πληροφορικής. Παράλληλα χρησιµο-
ποιούνται για την ταξινόµηση πολύπλοκων προβληµάτων. Για αυτόν τον λόγο κάθε
αλγόριθµος ταξινόµησης χρησιµοποιεί την δική του µέθοδο για να τακτοποιήσει π.χ.
ένα σύνολο αριθµών που του δίνεται, για παράδειγµα ο αλγόριθµος ταξινόµησης σωρού
έχει σαν µέθοδο την επιλογή για να ταξινοµήσει τα στοιχεία ενός σωρού.

• Οι πιθανοτικοί αλγόριθµοι : Πρόκειται για αλγόριθµους οι οποίοι ϐασίζονται στην
τύχη. Αναλυτικότερα οι επιλογές που κάνουν είναι τυχαίες και η εξέλιξή του εξαρτάται
από αυτές. Είναι απλοί αλγόριθµοι και συνήθως είναι ταχύτεροι από άλλους.

Στην παρούσα πτυχιακή εργασία ϑα παρουσιασθεί ο πιθανοτικός αλγόριθµος της γρήγο-
ϱης ταξινόµησης. Στην συνέχεια ϑα αναλυθεί και ϑα αποδειχθεί ο χρόνος εκτέλεσής του
στην καλύτερη και την χειρότερη περίπτωση. ΄Επειτα ϑα πραγµατοποιηθεί η προγραµµατι-
στική του υλοποίηση στην γλώσσα C καθώς και η σύγκρισή του µε τους αλγόριθµους της
συγχωνευτικής ταξινόµησης, γρήγορης ταξινόµησης και ταξινόµησης σωρού.

1.2 ∆οµή της εργασίας

Η πτυχιακή εργασία είναι σχεδιασµένη ως εξής :
Στο κεφάλαιο 2 γίνεται µία εισαγωγή στους πιθανοτικούς αλγόριθµους και στην δια-

δικασία παραγωγής τυχαίων αριθµών. Επίσης παρουσιάζονται τα πλεονεκτήµατα και τα
µειονεκτήµατα των αλγορίθµων αυτών.

Στο κεφάλαιο 3 ορίζεται επακριβώς η έννοια της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου,
της καλύτερης και χειρότερης περίπτωσης. Επίσης ορίζεται ο ασυµπτωτικός συµβολισµός η
χρήση του οποίου γίνεται για πολύ µεγάλες εισόδους που δίνονται στον αλγόριθµο. Παράλ-
ληλα παρουσιάζονται συµβολισµοί όπως είναι οι Θ και Ω καθώς και µαθηµατικές εκφρασεις
µε αυτούς.

Στο κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται αλγόριθµοι ταξινόµησης. Για κάθε κάθε αλγόριθµο
περιγράφεται η διαδικασία της λειτουργίας του, δίνεται ο χρόνος εκτέλεσής του και ένας
ψευδοκώδικας.

Στο κεφάλαιο 5 εισάγεται ο αλγόριθµος της πιθανοτικής ταχυταξινόµησης και της δια-
δικασίας της διαµέρισής του. Στην συνέχεια αποδεικνύεται και υπολογίζεται ο χρόνος ε-
κτέλεσής του και τέλος υλοποιείται στην γλώσσα προγραµµατισµού C.

Το κεφάλαιο 6 αποτελεί µία εισαγωγή στην ϑεωρία των πιθανοτήτων, ορίζονται έννοιες
όπως είναι ο δειγµατικός χώρος, η πιθανότητα, τα σύνολα και παρουσιάζονται άλλες όπως
είναι η µέση τιµη. Παράλληλα δε αναφέρονται και δύο πιθανοτικοί αλγόριθµοι, ο αλγόριθµος
της πρόσληψης και της τυχαίας µετάθεσης συστοιχίας.

Στο κεφάλαιο 7 παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την µελέτη της
εργασίας.
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Κεφάλαιο 2

Πιθανοτικοί Αλγόριθµοι

Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί µία εισαγωγή στους πιθανοτικούς αλγορίθµους. Στο σηµείο
αυτό παρατίθενται πολύ συνοπτικά δύο παραλλαγές αυτών των αλγορίθµων. Στην

συνέχεια γίνεται µία αναφορά στην παραγωγή των τυχαίων αριθµών µε την χρήση και την
ϐοήθεια των συναρτήσεων random() και srandom() και στο τέλος αναφέρονται πλεονεκτήµατα
και µειονεκτήµατα των αλγορίθµων αυτών.

2.1 Πιθανοτικοί ή Τυχαιοκρατικοί Αλγόριθµοι

Οι Πιθανοτικοί ή Τυχαιοκρατικοι αλγόριθµοι υπάγονται σε µία κατηγορία αλγορίθµων οι
οποίοι ϐασίζονται στην τύχη, δηλαδή συµπεριφέρονται µε τυχαίο τρόπο. Συγκεκριµένα, οι
αλγόριθµοι αυτοί είναι δυνατόν να εκτελεστούν n ϕορές, και παρόλα αυτά σε κάθε εκτέλεση
να παράγουν διαφορετικό αποτέλεσµα. Η εφαρµογή τους είναι γνωστή σε ϑέµατα λήψης
αποφάσεων, όπως λ.χ. είναι η τοποθέτηση οκτώ ϐασιλισσών σε µία σκακιέρα, χωρίς η µία
να απειλεί την άλλη. Υπάρχουν διαφορετικά είδη πιθανοτικών αλγορίθµων. ∆ύο από αυτά
είναι :

• Οι αλγόριθµοι Monte Carlo: Πρόκειται για αλγόριθµους οι οποίοι εκτελούνται πάντα
γρήγορα αλλά υπάρχει πιθανότητα η έξοδός τους να είναι λανθασµένη.

• Οι αλγόριθµοι Las Vegas : Πρόκειται για αλγόριθµους οι οποίοι διαβεβαιώνουν πως
έχουν σύντοµο χρόνο εκτέλεσης µε µεγάλη πιθανότητα ενώ παράλληλα δίνουν πάντα
σαν έξοδο ένα ορθό αποτέλεσµα [6].

2.2 Παραγωγή τυχαίων αριθµών

Γενικότερα ένας αλγόριθµος χαρακτηρίζεται ως πιθανοτικός εάν η συµπεριφορά του δεν
καθορίζεται µόνο από την είσοδό του αλλά και από τις τιµές που προκύπτουν από µια συ-
νάρτηση παραγωγής τυχαίων αριθµών, η οποία ονοµάζεται γεννήτρια τυχαίων αριθµών

(random generator runtine). Γεννήτριες τυχαίων αριθµών υπάρχουν σε κάθε γλώσσα προ-
γραµµατισµού πέρα της C . Η συνάρτηση αυτή είναι γνωστή ως συνάρτηση rand() . Υποθέστε
πως έχετε µία συνάρτηση rand (m, n) η οποία επιστρέφει έναν ακέραιο αριθµό µεταξύ αυτών,
έτσι ώστε οι ακέραιοι να είναι µεταξύ τους όλοι ισοπίθανοι.
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Κεφάλαιο 2. Πιθανοτικοί Αλγόριθµοι

Η συνάρτηση rand(m,n) σε αυτήν την περίπτωση ϑα δίνει είτε m είτε n µε πιθανότητα
1
2 για το κάθε στοιχείο. Οµοίως εάν ϑεωρήσετε την συνάρτηση rand(2,8) µε µία κλήση της
επιστρέφεται ένας από τους αριθµούς εντός του διαστήµατός της συµπεριλαµβανοµένων και
των δύο άκρων της . ∆ηλαδή η συνάρτηση ϑα επιστρέφει έναν από τους αριθµούς 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 µε πιθανότητα 1

7 για τον καθένα από αυτούς.
Παράλληλα η συνάρτηση rand στηρίζεται στην λειτουργία µίας άλλης συνάρτησης που

ονοµάζεται srand() . Συγκεκριµένα η srand χρησιµοποιείται για να ορίσει ένα σηµείο το
οποίο ϑα ξεκινήσει την παραγωγή τυχαίων αριθµών από την συνάρτηση rand. Πιο αναλυτικά
δίνει σε ένα πρόγραµµα την δυνατότητα κάθε ϕορά που εκτελείται να µην χρησιµοποιεί ίδιες
ακολουθίες τυχαίων αριθµών διότι εάν δεν ορισθεί πριν από την διαδικασία παραγωγής
τυχαίων αριθµών µία αρχική τιµή, τότε ϑα χρησιµοποιείται κάθε ϕορά µία συγκεκριµένη
τιµή που ϑα ορίζεται αυτόµατα από το σύστηµα και ϑα είναι ίδια όσες ϕορές και να εκτελεσθεί
η rand().

Αυτό σηµαίνει πως κάθε ϕορά η ακολουθία τυχαίων αριθµών που ϑα παράγεται ϑα είναι
ίδια, και για αυτόν ακριβώς τον λόγο η συνάρτηση srand ϑα καθορίζει µία νέα τιµή που ϑα
µεταβάλλεται κάθε ϕορά έτσι ώστε τελικά η ακολουθία τυχαίων αριθµών που ϑα παράγεται
να είναι διαφορετική [6].

2.3 Πλεονεκτήµατα και Μειονεκτήµατα Πιθανοτικών Αλγορίθ-

µων

΄Οπως αναφέρθηκε σε παραπάνω ενότητα οι πιθανοτικοί-τυχαιοκρατικοί αλγόριθµοι ϐα-
σίζονται στην τύχη και η εξέλιξή τους εξαρτάται από αυτές. Σαφώς και σε περίπτωση επι-
λογής της συγκεκριµένης κατηγορίας αλγορίθµων, ταυτόχρονα, υπάρχουν κάποια πλεονε-
κτήµατα αλλά και µειονεκτήµατα. Τα πλεονεκτήµατα που λαµβάνουν χώρα είναι τα εξής :
α)Χαρακτηρίζονται από απλότητα και κοµψότητα, ϐ)Συνήθως είναι πιο γρήγοροι από τους
κοινούς ή ντετερµινιστικούς αλγόριθµους γ)∆ίνουν λύσεις σε προβλήµατα πάνω στα οποία
δεν υπάρχει πλήρη γνώση των δεδοµένων.

Τα µειονεκτήµατα που υπάρχουν είναι α) Ενώ σαν τυχαιοκρατικοί αλγόριθµοι δίνουν
µία σωστή απάντηση, υπάρχει µία ελάχιστη πιθανότητα να δώσουν λάθος αποτέλεσµα ϐ)
Η πολυπλοκότητά τους κυµαίνεται ανάµεσα σε συγκεκριµένες τιµές και γ) Σε περίπτωση
δηµιουργίας ενός σφάλµατος κατά την διάρκεια εκτέλεσής τους, τότε το σφάλµα είναι πολύ
δύσκολο να εντοπισθεί [9] [3].
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Κεφάλαιο 3

Στοιχεία εκτίµησης της πολυπλοκότητας

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα παρουσιασθεί η έννοια της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου, οι
χρόνοι καλύτερης και χειρότερης περίπτωσης καθώς και η έννοια του ασυµπτωτικού

συµβολισµού, ο οποίος ορίζεται για πολύ µεγάλες εισόδους.

3.1 Πολυπλοκότητα και ανάλυση περιπτώσεων

Με τον όρο πολυπλοκότητα εννοείται ο χρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθµου, δηλαδη ο
αριθµός των ϐηµάτων που πρέπει να ακολουθήσει έτσι ώστε να δώσει το σωστό αποτέλεσµα.
Στην περίπτωση που ο αλγόριθµος δώσει ένα λάθος αποτέλεσµα, τότε δεν είναι ορθός και κατά
συνέπεια δεν ϑεωρείται αλγόριθµος. Ο χρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθµου είναι καλύτερης
και χειρότερης περίπτωσης.

Ο χρόνος εκτέλεσης της χειρότερης περίπτωσης εκφράζει τον µέγιστο χρόνο για οποια-
δήποτε είσοδο δίνεται στον αλγόριθµο. Το σίγουρο είναι πως σε περίπτωση που ο χρόνος
χειρότερης περίπτωσης είναι γνωστός εξ αρχής, ταυτόχρονα είναι γνωστό και εµφανές πως
ο αλγόριθµος δεν πρόκειται να εκτελέσει παραπάνω ϐήµατα, δηλαδή να κάνει περισσότερο
χρόνο. Χαρακτηριστικό του χρόνου εκτέλεσης της χειρότερης περίπτωσης είναι πως η εύρε-
ση εναλλακτικής λύσης δεν αποτελεί εύκολη διαδικασία, δηλαδή η ανακάλυψη ενός χρόνου
που να κάνει τον αλγόριθµο να εκτελεί λιγότερα ϐήµατα δεν είναι εύκολη.

Ο χρόνος εκτέλεσης της καλύτερης περίπτωσης εκφράζει τον ελάχιστο χρόνο για οποια-
δήποτε είσοδο δοθεί στον αλγόριθµο που εξετάζεται [1].

Ο χρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθµου µπορεί να εκφραστεί µε την χρήση µαθηµατικών
συναρτήσεων, όπως είναι η f (n) και η g(n), οι οποίες ϐοηθούν στην προσέγγιση µιας ακριβο-
ύς τιµής της πολυπλοκότητάς του καθώς και µε ασυµπτωτικό συµβολισµό, όπως είναι ο O(n).
Με την ϐοήθεια της αυµπτωτικής εκτίµησης, είναι δυνατή η προσέγγιση της κατηγοριοποίη-
σης του αποτελέσµατος του χρόνου εκτέλεσης σε µία από τις παραπάνω δύο κατηγορίες. Η
Ασυµπτωτική εκτίµηση αγνοεί σταθερές και εστιάζει σε τάξη µεγέθους χρόνου εκτέλεσης.

3.2 Ασυµπτωτικός συµβολισµός

3.2.1 Ο συµβολισµός Ο

Ο Ασυµπτωτικός συµβολισµός εκφράζει τα αποτελέσµατα της ασυµπτωτικής εκτίµησης.
Το σύµβολο Ο δηλώνει πως υπάρχει µόνο ένα ασυµπτωτικό ϕράγµα [1].
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Θεωρώντας τις συναρτήσεις f και g οι οποίες παίρνουν πάντα πραγµατικές ϑετικές τιµές
τότε :

Ορισµός 3.1. ΄Οταν O(f (n) = g(n), υπάρχουν ϑετικές σταθερές τέτοιες, ώστε για κάθε n ≥ n0

να ισχύει 0 < f (n) ≤ c · g(n). Για κάθε τιµή του n η οποία είναι µεγαλύτερη από το n0 η τιµή

της f (n) ϐρίσκεται κάτω από την c · g(n) ή απλά συµπίπτει µε αυτήν. Στο παρακάτω σχήµα 3.1

δίνεται η γραφική παράσταση του συµβολισµού O(n) [1].

Σχήµα 3.1: Γραφική παράσταση συµβολισµού f (n) = O(g(n) [10]

Θεωρώντας επίσης τα σύµβολα Θ και Ω, ο και ω σαν ακριβείς εκτιµήσεις των τάξεων
µεγέθους, παρουσιάζονται και οι αντίστοιχοι ορισµοί τους. [1]

3.2.2 Ο συµβολισµός Θ

΄Εστω οι συναρτήσεις f και g, οι οποίες παίρνουν πάντα πραγµατικές τιµές.

Ορισµός 3.2. ΄Οταν Θ(g(n)) = f (n), υπάρχουν ϑετικές σταθερές c1, c2 και n0 τέτοιες ώστε να

ισχύει 0 ≤ c1 · g(n) ≤ f (n) ≤ c2 · g(n) για κάθε n ≥ n0 [1].

Μία συνάρτηση f (n) ανήκει στο σύνολο Θg(n) εάν υπάρχουν ϑετικές σταθερές όπως
είναι η c1 και η c2 τέτοιες ώστε η συνάρτηση f (n) να µπορεί να παρεµβάλλεται µεταξύ των
γινοµένων c1 · g(n) και c2 · g(n). Απο τα συµφραζόµενα προκύπτει πως f (n) = Θ(g(n)) ↔
f (n) = O(g(n)). Με τον παραπάνω ορισµό διαπιστώνεται πως η συνάρτηση g(n) αποτελεί
ένα αυστηρά ασυµπτωτικό ϕράγµα για την συνάρτηση f (n). Σύµφωνα µε τον παραπάνω
ορισµό του συνόλου Θ(g(n)) η κάθε συνάρτηση-µέλος f (n) που ανήκει στον Θ(g(n) πρέπει
να είναι ασυµπτωτικά µή αρνητική, δηλαδή από κάποια τιµή του n και πάνω η f (n) να έχει
µή αρνητική τιµή . Μία συναρτηση η οποία είναι ϑετική από κάποια τιµή του ορίσµατός της
και πάνω ονοµάζεται αυµπτωτικά ϑετική [11].

3.2.3 Ο συµβολισµός Ω

Ο συµβολισµός Ω ορίζει ένα ασυµπτωτικό κάτω ϕράγµα για µία συνάρτηση. ΄Ετσι προ-
κύπτει ο ορισµός :
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3.2 Ασυµπτωτικός συµβολισµός

Σχήµα 3.2: Γραφική παράσταση συµβολισµού f (n) = Θ(g(n)) [10]

Ορισµός 3.3. ΄Οταν Ω(g(n)) = f (n) υπάρχουν ϑετικές σταθερές c και n0 τέτοιες ώστε για

κάθε n ≥ n0 να ισχύει 0 ≤ c · g(n) ≤ f (n), δηλαδή η συνάρτηση f (n) είναι ένα κάτω ϕράγµα

για την συνάρτηση g(n). [1]

Η έκφραση Ω(f (n)) = g(n) απεικονίζεται γραφικά στο σχήµα 3.3, όπου αν παρατηρήσει
κάποιος για όλες τις τιµές του n και πέρα από το n0 η τιµή της συναρτησης f (n) ϐρίσκεται
πάνω από την συνάρτηση c · g(n) ή συµπίπτει µε αυτήν [1].

Σχήµα 3.3: Γραφική παράσταση συµβολισµού f (n) = Ω(g(n)) [10]

3.2.4 Ο συµβολισµός ο

Ορισµός 3.4. ΄Οταν ισχύει o(g(n)) = f (n) για οποιαδήποτε σταθερά c > 0, ϑα υπάρχει

σταθερά n0 > 0 τέτοια ώστε να ισχύει 0 ≤ f (n) ≤ c · g(n) για κάθε n > n0 [1].

Η ϐασική διαφορά των συµβολισµών O και o περιγράφεται µέσω της σχέσης f (n) =

O(g(n)), όπου το ϕράγµα 0 ≤ f (n) ≤ c · g(n) περιγράφεται για κάποια σταθερά c > 0.
Παράλληλα στην σχέση f (n) = o(g(n)) το ϕράγµα 0 ≤ f (n) ≤ c · g(n) ισχύει για όλες τις
ϑετικές σταθερές c.

Παράλληλα η συνάρτηση g(n) στην τελευταία περίπτωση του συµβολισµού του o παίρνει
πολύ µεγάλες τιµές, καθώς το n τείνει στο άπειρο. Το αντίθετο συµβαίνει µε την συνάρτηση
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Κεφάλαιο 3. Στοιχεία εκτίµησης της πολυπλοκότητας

f (n) η οποία παίρνει όλο και µικρότερες τιµές στο σηµείο που να ϑεωρείται �αµελητεα �.
Η σχέση των δύο συναρτήσεων περιγράφεται από το παρακάτω όριο που ισούται µε το µηδέν

lim
h→∞

f (n)
g(n)

= 0

Στην γραφική παράσταση του σχήµατος 3.4 απεικονίζεται η σχέση µεταξύ των συναρ-
τήσεων c · g(n) και f (n) [1].

Σχήµα 3.4: [Γραφική παράσταση συµβολισµού f (n) = o(g(n)) [10]

3.2.5 Ο συµβολισµός ω

Ο συµβολισµός w δηλώνει ένα κάτω ϕράγµα το οποίο δεν έιναι ασυµπτωτικά αυστηρό.
Γενικά, το w(g(n)) ορίζεται τυπικά ως το σύνολο που περιγράφεται από τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 3.5. ΄Οταν w(g(n)) = f (n) για οποιαδήποτε σταθερά c > 0, υπάρχει ϑετική σταθερά

n0 τέτοια ώστε 0 ≤ c · g(n) ≤ f (n) για κάθε n > n0 [1].

Εξ ορισµού ισχύει πως η συνάρτηση f (n) ανήκει στο w(g(n)) όταν και µόνο όταν η
συνάρτηση g(n) ανήκει στην of (n). Επίσης η συνάρτηση f (n) παίρνει πολύ µεγάλες τιµές
καθώς το n τείνει στο άπειρο, κάτι το οποίο δεν ισχύει για την συνάρτηση g(n) καθώς όσο
το n τείνει στο άπειρο οι τιµές της µειώνονται. Η σχέση των δύο συναρτήσεων περιγράφεται
από το παρακάτω όριο και η γραφική παράσταση δίνεται από το σχήµα 3.5 [1].

lim
h→∞

f (n)
g(n)

= ∞

3.3 Ασυµπτωτικός συµβολισµός και µαθηµατικές εκφράσεις

Ο ασυµπτωτικός συµβολισµός µπορεί να εκφρασθεί µέσω µαθηµατικών σχέσεων. Μία
µαθηµατική εξίσωση η οποία περιέχει τον συµβολισµό Θ(n) γράφεται ως εξής :

3 · n2 + 2n + 1 = Θ(n) + 4n (3.1)

Σε µία τέτοια περίπτωση, ο ασυµπτωτικός συµβολισµός µπορεί να ϑεωρηθεί σαν µία
συνάρτηση που δεν είναι ορισµένη σε κάποιο σύνολο [1]. Θεωρώντας ξανά την εξίσωση
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3.3 Ασυµπτωτικός συµβολισµός και µαθηµατικές εκφράσεις

Σχήµα 3.5: Γραφική παράσταση συµβολισµού f (n) = w(g(n)) [10]

3 · n2 + 2n + 1 = g(n) + 4n (3.2)

και συγκρίνοντας τις δύο εξισώσεις συµπεραίνεται πως η συνάρτηση g(n) είναι ορισµένη
στο σύνολο Θ(n). Από τους ορισµούς του ασυµπτωτικού συµβολισµού προκύπτει πως ένα
πλήθος n µε n >= 0 µπορεί να εκφρασθεί συναρτήσει ενός από τους συµβολισµούς οι οποίοι
συναντήθηκαν προηγουµένως, όπως είναι ο Ω(n2) και άλλοι που αναφέρθηκαν παραπάνω.

Ειδικότερα εάν στο δεξί µέλος µίας εξίσωσης υπαρχει ένας συµβολισµός τότε το σύµβολο
της ισότητας ισοδυναµεί µε το σύµβολο του συνόλου. ∆ηλαδή εάν n = Ω(n3)⇐⇒ n ∈ Ω(n3).
Θεωρείστε την ακόλουθη εξίσωση

3 · n2 + Θ(n) = O(n3) (3.3)

στην οποία εµπεριέχονται οι συµβολισµοί O(n) και O(n3) στο πρώτο και στο δεύτερο
µέλος αντίστοιχα. Η ισότητα µπορεί να ερµηνευθεί µέσω δύο συναρτήσεων f (n) και g(n)
τέτοιες ώστε να ισχύει, δηλαδή να ϑεωρείται ισότητα [1]. Αναλυτικότερα για οποιαδήποτε
συνάρτηση f (n) στην οποία ανήκει στο σύνολο O(n) υπάρχει κάποια άλλη συνάρτηση g(n)
η οποία ανήκει στο σύνολο O(n3) τέτοια ώστε

3 · n2 + f (n) = g(n) (3.4)
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Κεφάλαιο 4

Αλγόριθµοι Ταξινόµησης

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιασθούν αλγόριθµοι ταξινόµησης καθώς και οι µέθοδοι που
χρησιµοποιεί ο καθένας από αυτούς κατά την διαδικασία της ταξινόµησης. Επίσης ϑα

παρουσιασθούν οι χρόνοι εκτέλεσης αυτών των αλγορίθµων.

4.1 Ταξινόµηση αλγορίθµων

Με τον όρο ταξινόµηση ενός συνόλου στοιχείων καλείται η κατάταξή τους σε µία συ-
γκεκριµένη σειρά, είτε τα στοιχεία αυτά είναι αριθµοί, είτε γράµµατα, είτε αντικείµενα. Η
ταξινόµηση σαν µορφή οργάνωσης ενός συνόλου πραγµατοποιείται ούτως ώστε να γίνει πιο
εύκολη η διαδικασία της αναζήτησης. Στην επιστήµη της Πληροφορικής ένας αλγόριθµος
ταξινόµησης αποτελεί µία µορφή οργάνωσης και κατάταξης των δεδοµένων που δίνονται µε
στόχο την ορθή εκτέλεση ενός προγράµµατος. Γενικότερα οι αλγόριθµοι ταξινόµησης είναι
πολύτιµοι για την κατάταξη στοιχείων ή δεδοµένων ενός προβλήµατος και την ευκολότερη µε
αυτόν τον τρόπο επίλυσή του.

4.2 Η µέθοδος ∆ιαίρει και Βασίλευε

Η συγκεκριµένη µέθοδος αποτελεί έναν από τους στόχους για την επίλυση προβληµάτων
και χρησιµοποιείται κατά την διαδικασία της διαµέρισης ενός αλγορίθµου. Η ονοµασία της
προέκυψε από αρχαίους Ρωµαίους πολιτικούς οι οποίοι δεν σκέπτονταν ούτε σκόπευαν την
δηµιουργία αλγορίθµων ως τότε. Η µεθοδος στηρίζεται στο εξής : ∆ιαιρείς τους εχθρούς σου,
δηµιουργείς συνθήκες ώστε να ϕιλονικούν µεταξύ τους και στην συνέχεια τους κατακτάς
όλους έναν προς έναν. Η µέθοδος υλοποιεί την λύση του προβλήµατος σε µικρότερα υπο-
προβλήµατα τα οποία στην συνέχεια αναλύονται αναδροµικά. [6]
Συγκεκριµένα:

• Το πρόβληµα διαιρείται σε διάφορα υποπροβλήµατα.

• Το κάθε πρόβληµα επιλύεται ξεχωριστά µε τον ίδιο τρόπο και αναδροµικά.

• Συνδυάζονται οι λύσεις των προβληµάτων ώστε να γίνει η σύνθεση µίας αρχικής λύσης.
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Κεφάλαιο 4. Αλγόριθµοι Ταξινόµησης

4.2.1 Ταξινόµηση µε συγχώνευση Merge Sort

Η συγχωνευτική ταξινόµηση αποτελεί µία εφαρµογή της µεθόδου ∆ιαίρει και ϐασίλευε.
Αναλυτικότερα, σε µία ακολουθία και συγκεκριµένα σε έναν πίνακα n στοιχείων πραγµα-
τοποιεί διαίρεση σε δύο υποσύνολα του ίδιου µήκους n

2 το καθένα, στην συνέχεια ταξινοµεί
τα υποσύνολα αυτά καλώντας αναδροµικά τον εαυτό της και στο τέλος τα συγχωνεύει σε µία
ακολουθία η οποία πλέον ϑα είναι ταξινοµηµένη. Πιο συγκεκριµένα κατά την διαδικασία
της συγχωνευτικής ταξινόµησης:

• Γίνεται η διαίρεση του συνόλου των n στοιχείων που χωρίζονται σε 2 υποσύνολα, µε
n
2 στοιχεία. ∆ηλαδή, σε έναν πίνακα n = 8 στοιχείων που εφαρµόζεται η µέθοδος ο
πίνακας ϑα χωρισθεί σε δύο υποπίνακες µε µέγεθος n = 4 στοιχείων ο καθένας.

• Ταξινοµείται το κάθε υποσύνολο, δηλαδή ο κάθε υποπίνακας ταξινοµείται ξεχωριστά
και αναδροµικά µε την χρήση της συγχωνευτικής ταξινόµησης.

• Γίνεται συγχώνευση των δύο ταξινοµηµένων υποσυνόλων ώστε να σχηµατισθεί το τελικό
ταξινοµηµένο υποσύνολο [6].

Παράδειγµα 4.1. Θεωρείστε τον πίνακα του σχήµατος 4.1. Ξεκινώντας την διαδικασία της

ταξινόµησης και καλώντας τον αλγόριθµο αναδροµικά πραγµατοποιούνται συνεχείς διαιρέσεις.

Η διαίρεση του πίνακα σταµατά όταν ο κάθε υποπίνακας που προκύπτει περιέχει µόνο ένα

στοιχείο.

Σχήµα 4.1: Πίνακας n=8 στοιχείων

Ειδικότερα

εάν p < r τότε γίνεται διαίρεση στους δύο πίνακες και αυτοί ταξινοµούνται αναδροµικά, ϐλπ

σχήµα 4.2.

Συνεχίζοντας την διαδικασία, ο πίνακας τελικά ταξινοµείται, µετά από διαδοχικές συνε-

νώσεις, όπως ϕαίνεται και στο σχήµα 4.3.

΄Ενας ενδεικτικός αλγόριθµος ο οποίος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την συγχωνευτική
ταξινόµηση περιγράφεται παρακάτω.

Χρόνος εκτέλεσης της συγχωνευτικής ταξινόµησης: Εάν T (n) είναι ο χρόνος που
απαιτείται για να ταξινοµηθούν n στοιχεία µίας ακολουθίας τότε ο χρόνος εκτέλεσης αντίστοι-
χα για να ταξινοµηθούν δύο υποακολουθίες είναι 2T (n

2 ), όπου n
2 είναι το µέγεθος της κάθε

υποακολουθίας.
΄Οταν n > 1, ο χρόνος που χρειάζεται η συνάρτηση Merge Sort για να ταξινοµηθούν n στοι-
χεία ισούται µε Θ(n).
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4.2 Η µέθοδος ∆ιαίρει και Βασίλευε

Σχήµα 4.2: 1ο ∆ένδρο Αναδροµής για Συγχωνευτική Ταξινόµηση

Σχήµα 4.3: 2ο ∆ένδρο Αναδροµής για Συγχωνευτική Ταξινόµηση

Αναλυτικότερα, ο χρόνος εκτέλεσης της συγχωνευτικής ταξινόµησης εκφράζεται από τον τύπο
T (n) = 2T (n

2 ) + Θ(n)). Ωστόσο εάν n = 1 ο χρόνος εκτέλεσης που προκύπτει ισούται µε
T (1) = Θ(1) που είναι σταθερός, ο χρόνος εκτέλεσης της συγχωνευτικής ταξινόµησης ϑα
ισούται µε

T (n) =

Θ(1), n = 1

2T (n
2 ) + Θ(n), n > 1

(4.1)

Από το Master Theorem το οποίο αναφέρεται στο παράρτηµα, προκύπτει ο χρόνος εκτέλε-
σης που προκύπτει ισούται µε T (n) = O(nlogn) µόνο εφόσον υπάρχουν ίσες διαµερίσεις [29].

4.2.2 Η Ταχυταξινόµηση Quick Sort

Ο Αλγόριθµος της ταχυταξινόµησης αναπτύχθηκε το 1960 από τον ϕοιτητή Tomy Hoare,
στην προσπάθειά του να ταξινοµήσει ένα λεξικό µεταφρασµένων λέξεων το οποίο ήταν τοπο-
ϑετηµένο σε αλφαβητική σειρά, µέσα σε µία µαγνητική ταινία. Η ανάγκη της εργασίας πάνω
σε ένα project από τον Hoare µε την χρήση της µαγνητικής ταινίας τον οδήγησε στην δη-
µιουργία του αλγορίθµου της Γρήγορης Ταξινόµησης, ο οποίος στην συνέχεια, υλοποιήθηκε
και στην γλώσσα προγραµµατισµού C, ως αλγόριθµος της γρήγορης ταξινόµησης [28].
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Κεφάλαιο 4. Αλγόριθµοι Ταξινόµησης

Αλγοριθµος 4.1: Συγχωνευτική Ταξινόµηση (A, p, r) [1]

Συγχωνευτική Ταξινόµηση (A, p , r )
αν p < r

τότε q ←

⌊
(p + r)

2

⌋
Συγχωνευτική Ταξινόµηση (A, p , q )
Συγχωνευτική Ταξινόµηση (A, q+1, r )
Συγχώνευση (A, p , q , r )

Αλγοριθµος 4.2: Ταχυταξινόµηση (A,p,r)[1]

Ταχυταξινόµηση (A, p , r )
Αν p < r
Τότε q <−∆ιαµέριση (A, p , r )

Ταχυταξινόµηση (A, p , q−1)
Ταχυταξινόµηση (A, q+1, r )

Η Ταχυταξινόµηση Quick Sort στηρίζεται εξίσου στην τεχνική ∆ιαίρει και ϐασίλευε.
Πρόκειται για τον ταχύτερο αλγόριθµο ταξινόµησης, εξού και η ονοµασία του. Αξίζει να
σηµειωθεί πως η µέθοδος αυτή είναι πιο αποδοτική όταν το σύνολο των στοιχείων που ε-
ξετάζονται δεν είναι ταξινοµηµένα, κάτι το οποίο δεν ισχύει όταν τα στοιχεία είναι σχεδόν
ταξινοµηµένα. Σε αυτήν την µέθοδο, ο διαχωρισµός γίνεται αναδροµικά και πραγµατοποιε-
ίται µε την διαδικασία της διαµέρισης Partition καθώς και µε την ϐοήθεια του στοιχείου
x = A[r] το οποίο χρησιµοποιείται ως οδηγός γύρω από τον οποίο ϑα διαµερισθεί η υποσυ-
στοιχια A[p, ..r] .

Αφού ο πίνακας χωρισθεί σε δύο τµήµατα εκτός του στοιχείου διαχωρισµού, το πρώτο
τµήµα που ϐρίσκεται αριστερά ϑα περιέχει τα στοιχεία εκείνα που είναι µικρότερα ή ίσα του
στοιχείου αυτού. Αντίθετα, το δεύτερο τµήµα που ϐρίσκεται δεξιά ϑα περιέχει τα στοιχεία που
είναι µεγαλύτερα ή ίσα του στοιχείου. Τελικά τα στοιχεία ταξινοµούνται και συνενώνονται µε
τέτοιο τρόπο ώστε ο πίνακας να περιέχει αριστερά εκείνα τα οποία είναι µικρότερα ή ίσα του
διαχωριστικού στοιχείου, ενδιάµεσα το διαχωριστικό στοιχείο και δεξιά εκείνα τα στοιχεία
που είναι µεγαλύτερα είτε ίσα αυτού. Η διαδικασία της γρήγορης ταξινόµησης περιγράφεται
µε το σχήµα 4.4.

Η Ταχυταξινόµηση υλοποιείται µέσω της ακόλουθης διαδικασίας

Παράδειγµα 4.2. Θεωρείστε πως ϑέλετε να ταξινοµήσετε τον πίνακα του παρακάτω σχήµατος

4.5.

Αρχικά ξεκινώντας από τον αλγόριθµο Ταχυταξινόµηση (A, p, r) και εφόσον η συνθήκη

ισχύει (p < r) (εδώ 1 < 8 ), ξεκινά η διαδικασία της διαµέρισης στον πίνακα (Α, 1, 8). Τα

ϐήµατα σύµφωνα µε τον αλγόριθµο που δίνεται παρουσιάζονται στο παρακάτω σχήµα 4.6.

Στην συνέχεια η διαµέριση τελειώνει και η διαδικασία της ταξινόµησης προχωρά και στην

κάτω γραµµή του αλγόριθµου (στον αριστερό υποπίνακα που πρόκειται να ταξινοµηθεί), δηλαδή

στον πίνακα (A, p, q−1) µε p = 1 και q−1 = 3 . Εν ολίγοις η ταξινόµηση ξεκινά στον αριστερό
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4.2 Η µέθοδος ∆ιαίρει και Βασίλευε

Σχήµα 4.4: Η Γρήγορη Ταξινόµηση

υποπίνακα (Α, 1, 3). Σχηµατικά ϕαίνεται παρακάτω 4.9.

΄Οπως ϕαίνεται και στο σχήµα 4.9 η διαδικασία της διαµέρισης τερµατίζεται χωρίς να γίνε-

ται εναλλαγή ϑέσεων και επιστρέφει τερµατίζοντας τον αύξοντα αριθµό q = 3. Στην συνέχεια

καλείται ξανά η Ταχυταξινόµηση (Α, 1, 2) στον αριστερό υποπίνακα (όπως είναι γραµµοσκια-

σµένο µε πιο σκούρο χρώµα). Στην συνέχεια η διαδικασία της ταχυταξινόµησης καλείται στον

υποπίνακα (Α, 5, 7) όπως ϕαίνεται και στο παρακάτω σχήµα 4.8.

Αλγοριθµος 4.3: ∆ιαµέριση (A, p, r)[1]

∆ιαµέριση (A, p , r )
X <− A[ r ]
i <− p − 1
για j <− p έως r−1

αν A[ j ]<= X
τότε i <− i + 1

εναλλαγή A[ i ]<−>A[ j ]
εναλλαγή A[ i +1]<−>A[ r ]
επιστροφή i +1
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Κεφάλαιο 4. Αλγόριθµοι Ταξινόµησης

Σχήµα 4.5: Αρχικός πίνακας 8 στοιχείων

Σχήµα 4.6: Ταχυταξινόµηση(Α, 1, 8)

4.2.3 Η χειρότερη περίπτωση για την Ταχυταξινόµηση

Ο ϐασικός παράγοντας στον χρόνο εκτέλεσης της ταχυταξινόµησης είναι ο χρόνος που
δαπανάται στην διαδικασία διαµέριση. Η χειρότερη περίπτωση της ταχυταξινόµησης προ-
κύπτει όταν το υποπρόγραµµα της διαµέρισης παράγει δύο προβλήµατα µε n = 1 στοιχεία
και µε 0 στοιχεία.

΄Εστω Τ(n) ο χρόνος εκτέλεσης χειρότερης περίπτωσης της διαδικασίας της γρήγορης
ταξινόµησης. Εάν η συνάρτηση διαµέρισης Partition χωρίζει µία ακολουθία (λ.χ. έναν
πίνακα) σε δύο µεγέθη k και n − k τότε ο χρόνος ϑα δίνεται από την σχέση

T (n) = max
0≤q≤n−1

(T (q) + T (n − q − 1)) + Θ(n)
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4.2 Η µέθοδος ∆ιαίρει και Βασίλευε

Σχήµα 4.7: Ταχυταξινόµηση(Α, 1, 3)

όπου q µία παράµετρος η οποία κυµαίνεται από το 0 έως το n-1. Υποθέτωντας ότι ισχύει

T (n) ≤ cn2

για κάποια σταθερά c, τότε προκύπτει

T (n) ≤ max
0≤q≤n−1

(c ∗ q2 + c(n − q − 1)2) + Θ(n) = c max
0≤q≤n−1

(q2 + (n − q − 1)2) + Θ(n)

Η έκφραση q2 + (n − q − 1)2 παίρνει την µέγιστη τιµή της επί του διαστήµατος

0 ≤ q ≤ n − 1

της παραµέτρου στα δύο ακραία σηµεία της. Εφόσον η δεύτερη παράγωγος της σχέσης
q2 + (n − q − 1)2 είναι ϑετική προκύπτει το ϕράγµα

max
0≤q≤n−1

((q2 + (n − q − 1)2) ≤ (n − 1)2 = n2 − 2n + 1

,

΄Ετσι για το ϕράγµα T (n) προκύπτει

T (n) ≤ c ≤ n2 − c ≤ (2n − 1) + Θ(n) ≤ c · n2
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Κεφάλαιο 4. Αλγόριθµοι Ταξινόµησης

Σχήµα 4.8: Ταχυταξινόµηση(Α, 5, 7)

Με αυτόν τον τρόπο επιλέγοντας µία αρκετά µεγάλη σταθερά c ο όρος c · (2n − 1) επι-
κρατεί του όρου Θ(n), εποµένως T (n) = O(n2), συνεπώς ο χρόνος εκτέλεσης της χειρότερης
περίπτωσης της ταχυταξινόµησης είναι O(n2). Ο χρόνος χειρότερης περίπτωσης της ταχυ-
ταξινόµησης αφορά την περίπτωση όπου η συστοιχία εισόδου είναι πλήρως ταξινοµηµένη
[1].

4.2.4 Η ∆ιαµέριση καλύτερης περίπτωσης για την Ταχυταξινόµηση

Η καλύτερη περίπτωση της διαδικασίας της διαµέρισης προκύπτει όταν παράγει δύο
προβλήµατα µε µέγεθος n

2 το καθένα, δεδοµένου ότι το ένα έχει µέγεθος
⌊n

2

⌋
και το άλλο⌈

n
2

⌉
−1 . Στην περίπτωση αυτή η ταχυταξινόµηση εκτελείται πολύ πιο γρήγορα. Η αναδροµική

σχέση που δίνεται για τον χρόνο εκτέλεσης είναι

T (n) ≤ 2T (
n

2
) + Θ(n)

όπου σύµφωνα µε το κεντρικό ϑεώρηµα η λύση της είναι T (n) = O(nlogn)[1] .

4.2.5 Η ισοµερής διαµέριση για την Ταχυταξινόµηση

Ο χρόνος εκτέλεσης τσ µέσης περίπτωσης της ταχυταξινόµησης αγγίζει κατά πολύ πε-
ϱισσότερο την καλύτερη παρά την χειρότερη περίπτωση. Υποθέτωντας πως ο αλγόριθµος
διαµέρισης δίνει πάντοτε έναν διαχωρισµό 9 προς 1 ο οποίος εξ΄ αρχής ϕαίνεται αρκετά
ανισοµερής, ο χρόνος εκτέλεσης της ταχυταξινόµησης ϑα δίνεται από την αναδροµική σχέση
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4.2 Η µέθοδος ∆ιαίρει και Βασίλευε

T (n) ≤ T (
9n

10
) + T (

n

10
) + c · n

Η σταθερά c εµπεριέχεται στον όρο Θ(n). Παρατηρώντας το δένδρο, το κάθε επίπεδό του
έχει κόστος c · n µέχρις ότου να ϕθάσει σε µία συνοριακή συνθήκη σε ϐάθος logn = Θ(logn),
όπου σε αυτό το σηµείο τα επίπεδα έχουν κόστος µικρότερο ή ίσο του γινοµένου c · n.
Συνεπώς σε έναν τέτοιο διαχωρισµό η γρήγορη ταξινόµηση εκτελείται σε χρόνο O(nlogn).
Αυτό συνεπάγεται πως οποιοσδήποτε διαχωρισµός µε σταθερή αναλογία δίνει ένα δένδρο
αναδροµής µε ϐάθος Θ(logn), το κόστος σε κάθε επίπεδο είναι O(n). Συµπερασµατικά
προκύπτει πως οποισδήποτε διαχωρισµός χαρακτηρίζεται από σταθερή αναλογία, χρόνος
εκτέλεσης είναι O(nlogn) [1].

Σχήµα 4.9: ∆ένδρο Αναδροµής της ∆ιαδικασίας της γρήγορης ταξινόµησης
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Κεφάλαιο 4. Αλγόριθµοι Ταξινόµησης

Αλγοριθµος 4.4: Ταξινόµηση σωρού (Α) [1]

Ταξινόµηση σωρού (A)

Κατασκευή σωρού µεγίστου (Α)
για i <− µήκος[Α] αντίστροφα- έως 2

εναλλαγή Α[1] <−> A[ i ]
πλήθος-σωρού[Α] <− πλήθος-σωρού [Α] - 1
Αποκατάσταση σωρού µεγίστου (Α, 1)

4.3 Η ταξινόµηση σωρού Heap Sort

Ο Αλγόριθµος της heap sort είναι ένας αλγόριθµος ταξινόµησης και εφευρέθηκε από τον
JWJ Williams ως µία χρήσιµη δοµή δεδοµένων. Η µέθοδος είναι λιγότερο αποτελεσµατική
από τον αλγόριθµο γρήγορης ταξινόµησης (quick sort) καθώς απαιτεί περισσότερο χρόνο
κατά την εκτέλεσή του [6]. Η διαδικασία ταξινόµησης σωρού έχει ως εξής :

• Βήµα 1ο:Αρχικά κατασκευάζεται µία συστοιχία εισόδου, συνήθως ένας πίνακας στοι-
χείων. Στην συνέχεια ο πίνακας αυτός αναδιατάσσεται σε σωρό.

• Βήµα 2ο: Μετά το 1ο ϐήµα ο πίνακας είναι ένας σωρός στην 1η ϑέση του οποίου
τοποθετείται ο κόµβος µε την µεγαλύτερη τιµή. Τα υπόλοιπα υποδένδρα του σωρού,
δηλαδή τα δένδρα και τα υποδένδρα των παιδιών της ϱίζας ϑα είναι επίσης σωροί.
Στο σηµείο αυτό πραγµατοποιείται ανταλλαγή του πρώτου στοιχείου του σωρού µε
το τελευταίο. Με αυτόν τον τρόπο το µεγαλύτερο στοιχείο του σωρού ϑα ϐρίσκεται
αποµονωµένο στην τελευταία ϑέση.

• Βήµα 3ο:πραγµατοποιείται η διαδικασία της Αποκατάστασης σωρού µεγίστου και

• Βήµα 4ο: Επαναλαµβάνονται τα δύο προηγούµενα ϐήµατα (Η ανταλλαγή των στοιχε-
ίων και η αποκατάσταση σωρού µεγίστου) µέχρις ότου να µείνουν µόνο δύο στοιχεία
στον σωρό τα οποία εναλλάσσονται στο τέλος.

Η Ταξινόµηση σωρού υλοποιείται µέσω της διαδικασίας 4.4.
Χρόνος εκτέλεσης της ταξινόµησης σωρού: Η κλήση της διαδικασίας κατασκευή

σωρού µεγίστου απαιτεί χρόνο O(n) καθώς και κάθε µία από τις n − 1 κλήσεις της διαδι-
κασίας Αποκατάσταση σωρού µεγίστου απαιτεί χρόνο O(logn). Συνεπώς η διαδικασία της
Ταξινόµησης σωρού απαιτεί χρόνο O(nlogn) [29].
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Κεφάλαιο 5

ΟΠιθανοτικός αλγόριθµος της ταχυταξινόµησης

Σε προηγούµενο κεφάλαιο αναφέρθηκε ο αλγόριθµος της ταχυταξινόµησης ο οποίος
στηρίζεται στην µέθοδο ∆ιαίρει και Βασίλευε (Devide and conquer). Ο αλγόριθµος

εκτελείται κάθε ϕορά αναδροµικά µε διαδοχικές διαιρέσεις µε το κάλεσµα της συνάρτησης
Partition και την επιλογή του στοιχείου A[r] όπου A είναι ένα σύνολο ή µία υποσυστοιχία και
A[r] το στοιχείο-οδηγός γύρω από το οποίο ϑα πραγµατοποιηθεί η διαµέριση του συνόλου
ή της υποσυστοιχίας . Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αναλυθεί εκτενώς η τυχαιοκρατική εκδοχή
της ταχυταξινόµησης µε την µέθοδο ∆ιαίρει και Βασίλευε αλλά µε την επιλογή µίας τυχαίας
ϑέσης A[i]. ΄Επειτα ϑα πραγµατοποιηθεί υπολογισµός του χρόνου εκτέλεσης του ιδίου αλγο-
ϱίθµου και τέλος η προγραµµατιστική υλοποίησή του µέσω της γλώσσας προγραµµατισµού
c. Παράλληλα στο τέλος του κεφαλαίου παρουσιάζεται η υλοποίηση του αλγόριθµου της
πιθανοτικής γρήγορης ταξινόµησης για 100 στοιχεία.

5.1 Πιθανοτική εκδοχή του αλγορίθµου γρήγορης ταξινόµησης

Η εν λόγω ταξινόµηση εκτελείται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο µε τον οποίο εκτελείται και
η ταχυταξινόµηση. Η µόνη διαφορά ωστόσο, έγκειται στο γεγονός πως στην συγκεκριµένη
µέθοδο, γίνεται η επιλογή µίας τυχαίας ϑέσης A[i] της συστοιχίας που δίνεται (εδώ ενός πίνα-
κα) και όχι της ϑέσης A[r] όπως συµβαίνει στην ταχυταξινόµηση. Η τυχαιοκρατική εκδοχή
της ταχυταξινόµησης χρησιµοποιείται κυρίως για αρκετά µεγάλες εισόδους. Παράλληλα η
διαδικασία της διαίρεσης της συστοιχίας που δίνεται σε τµήµατα πραγµατοποιείται µε την
διαδικασία της τυχαιοκρατικής διαµέρισης, στην συνέχεια της ανταλλαγής του τυχαίου στοι-
χείου της ϑέσης A[i] που επιλέχθηκε µε το στοιχείο της ϑέσης A[r] και στην συνέχεια µε την
επιστροφή της διαδικασίας της διαµέρισης. Η Τυχαιοκρατική διαµέριση υλοποιείται µέσω
της ακόλουθης διαδικασίας 5.2.

Η τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση καλεί αντί της διαµέρισης την τυχαιοκρατική διαµέρι-
ση.

Παράδειγµα 5.3. Θεωρείστε πως ϑέλετε να ταξινοµήσετε τον πίνακα του σχήµατος 5.1

Ακολουθώντας πάντα τα ϐήµατα του αλγόριθµου αρχικά εφόσον η συνθήκη p < r ισχύει

(αφού 1 < 8) καλείται η διαδικασία της Τυχαιοκρατικής Ταχυταξινόµησης για τον πίνακα A,

p, r. Η ∆ιαδικασία περιγράφεται στο σχήµα 5.2.

39



Κεφάλαιο 5. Ο Πιθανοτικός αλγόριθµος της ταχυταξινόµησης

Αλγοριθµος 5.1: Τυχαιοκρατική ∆ιαµέριση (A, p, r) [1]

Τυχαιοκρατική ∆ιαµέριση (A, p , r )
i <− Τυχαία ( p , r )
εναλλαγή A[ r ] <−> A[ i ]
επιστροφή ∆ιαµέριση (A, p , r )

Αλγοριθµος 5.2: Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση (A, p, r) [1]

Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση (A, p , r )
αν p < r

τότε q <− Τυχαιοκρατική ∆ιαµέριση (A, p , r )
Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση (A, p , q−1)
Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση (A, q+1, r )

Σχήµα 5.1: Πίνακας προς ταξινόµηση

Σε αυτό το σηµείο η διαδικασία της διαµέρισης σταµατά και επιστρέφεται ο αριθµός q = 2.

Στην συνέχεια καλείται η Τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση για τον πίνακα (A, q+1, r), δηλαδή

για τον πίνακα (Α, 3, 8). Στα παρακάτω σχήµατα 5.3 και 5.5 διακρίνονται τα ϐήµατα που

εκτελεί ο αλγόριθµος κάθε ϕορά.

Η διαδικασία της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης σταµατά όταν επιστραφεί ο αριθµός

q = 6. Στην συνέχεια καλείται η τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση στον πίνακα (A, p, q-1),

δηλαδή στον πίνακα (Α, 3, 5). Εν τέλει η διαδικασία τερµατίζεται όταν οι τιµές των δεικτών p

και r γίνουν ίσοι ή γενικότερα, όταν σταµατήσει να ισχύει η συνθήκη p < r. Στο σηµείο αυτό

πίνακας ταξινοµείται, και επιστρέφεται ο αριθµός q = 4, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα

5.5. Στην περίπτωση αυτή όπου ο πίνακας µε τα στοιχεία που δίνονται δεν είναι ταξινοµηµένα

(αρχικά) εκτελείται ο ελάχιστος αριθµός των ϐηµάτων οπότε και πρόκειται για την καλύτερη

περίπτωση της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης.
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5.2 Χειρότερη περίπτωση για την τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση

Σχήµα 5.2: Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση (Α, 1, 8)

5.2 Χειρότερη περίπτωση για την τυχαιοκρατική ταχυταξινόµη-

ση

Ο χρόνος εκτέλεσης ή απλά η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου της ταχυταξινόµησης
όπως και της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης εξαρτάται από τον χρόνο που εκτελείται στην
διαδικασία διαµέριση (Partition). Κάθε ϕορά που καλείται η διαµέριση επιλέγεται ένα τυχαίο
στοιχείο random, το οποίο δεν χρησιµοποιείται στις επόµενες κλήσεις της συνάρτησης. ΄Εστω
ότι T (n) ο χρόνος εκτέλεσης της χειρότερης περίπτωσης της διαδικασίας της τυχαιοκρατικής
ταχυταξινόµησης. Η αναδροµική σχέση που περιγράφει τον συγκεκριµένο χρόνο εκτέλεσης
ϑα είναι

T (n) = max
0≤q≤n−1

(T (n − 1) + T (n − q − 1) + Θ(n) (5.1)

,

όπου q είναι µία παράµετρος που κυµαίνεται από το 0 έως το n − 1, διότι η διαδικασία
της διαµέρισης (Partition) παράγει δύο υποπροβλήµατα µεγέθους n − 1. Υποθέτωντας πως
ισχύει T (n) ≤ c · n2 για κάποια σταθερά c, και αντικαθιστώντας την σχέση αυτή στην 5.1
προκύπτει πως

T (n) ≤ max
0≤q≤n−1

(c · q2 + c · (n − q − 1)2) + Θ(n) = c ·max 0 ≤ q ≤ n − 1(q2 + (n − q − 1)2 + Θ(n)
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Κεφάλαιο 5. Ο Πιθανοτικός αλγόριθµος της ταχυταξινόµησης

Σχήµα 5.3: Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση (Α, 3, 8)

Η έκφραση q2 +(n−q−1)2) παίρνει την µέγιστη τιµή της επί του διαστήµατος ≤ q ≤ n−1,
δεδοµένου ότι η δεύτερη παράγωγός της ως προς q είναι ϑετική. Με ϐάση τα παραπάνω η
παρατήρηση αυτή δίνει το ϕράγµα

max 0 ≤ q ≤ n − 1((q2 + (n − q − 1)2) ≤ (n − 1)2 = n2 − 2n + 1

,
Οµοίως όσον αφορά το ϕράγµα του T (n) ισχύει

T (n) ≤ c ≤ n2 − c ≤ (2n − 1) + Θ(n) <= c · n2

, όπου c µία σταθερά.
Ο χρόνος εκτέλεσης χειρότερης περίπτωσης της πιθανοτικής ταχυταξινόµησης που προ-

κύπτει είναι T (n) = O(n2) [1].

Γενικότερα η χειρότερη περίπτωση της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης αφορά την πε-
ϱίπτωση που η συστοιχία εισόδου είναι πλήρως ταξινοµηµένη.

Παράδειγµα 5.4. Θεωρείστε τον πίνακα του σχήµατος 5.6

Ακολουθώντας πάντα τα ϐήµατα της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης η διαδικασία περι-

γράφεται στο σχήµα 5.7. Στο τέλος της διαδικασίας της διαµέρισης, επιστρέφεται ο αύξοντας

αριθµός q = 4 και τα στοιχεία των ϑέσεων Α[4] και Α[8] εναλάσσονται, όπως ϕαίνονται στο
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5.3 Αναµενόµενος χρόνος εκτέλεσης για την τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση

Σχήµα 5.4: Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση (Α, 3, 8)

σχήµα 5.8. Παρατηρείται πως ο πίνακας µε το τέλος της διαδικασίας της διαµέρισης προκύπτει

όπως ακριβώς ήταν και στην αρχή. Εδώ ϑα πρέπει να τονισθεί πως η διαδικασία δεν τερµα-

τίζεται σε αυτό το σηµείο, αλλά στο σηµείο που οι δείκτες p και r ϑα γίνουν ίσοι. ∆ηλαδή

η διαδικασία τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης ϑα επαναληφθεί για τον πίνακα (A, p, q − 1),
δηλαδή για τον πίνακα (Α, 1, 3), στην συνέχεια για τον πίνακα (A, q + 1, r) δηλαδή για τον

(Α, 5, 8) και στο τέλος για τον πίνακα (A, q + 1, r) δηλαδή για τον (Α, 7, 8). Ο πίνακας µετά

το τέλος των διαδικασιών αυτών προκύπτει όπως ακριβώς ήταν και στην αρχή. Με τον τρόπο

αυτόν περιγράφεται ο µέγιστος αριθµός των ϐηµάτων της διαδικασίας της τυχαιοκρατικής τα-

χυταξινόµησης, που αντιστοιχεί στην χειρότερη περίπτωση. Η Τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση

σε αυτήν την περίπτωση εκτελείται n ϕορές, συνεπώς ο χρόνος εκτέλεσής της ϑα ισούται µε

O(n2). Για την τυχαιοκρατικη ταχυταξινόµηση η επιλογή τυχαίου οδηγού κάνει την χειρότερη

περίπτωση λιγότερο πιθανή.

5.3 Αναµενόµενος χρόνος εκτέλεσης για την τυχαιοκρατική τα-

χυταξινόµηση

Εάν σε κάθε επίπεδο της αναδροµής ο διαχωρισµός που πραγµατοποιεί η τυχαιοκρατικη
διαµέριση τοποθετεί στην µία πλευρά της ένα σταθερό ποσοστό στοιχείων, το δένδρο ανα-
δροµής ϑα έχει ϐάθος Θ(logn) ενώ παράλληλα σε κάθε επίπεδο του δένδρου εκτελείται έργο
O(n). Ακόµα και εάν προσθεθούν επιπλέον επίπεδα µε τον ανισοµερή διαχωρισµό µεταξύ
των επιπέδων αυτών, ο συνολικός χρόνος ϑα παραµείνει O(nlogn).

43
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Σχήµα 5.5: Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση (Α, 3, 5)

Σχήµα 5.6: Αρχικός πίνακας

Για την ανάλυση του χρόνου εκτέλεσης της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης είναι απα-
ϱαίτητη η κατανόηση της λειτουργίας της διαδικασίας της διαµέρισης [1].

Με την ϐοήθεια των δείκτριων τυχαίων µεταβλητών ξεκαθαρίζεται πότε ο αλγόριθµος
συγκρίνει τα δύο στοιχεία της συστοιχίας και πότε όχι. ΄Εστω οι δείκτριες τυχαίες µεταβλητές

Xi, j = {Zi συγκρίνεται µε Zj}

όπου εξετάζεται κατά πόσο η σύγκριση λαµβάνει χώρα οποιαδήποτε στιγµή κατά την
εκτέλεση του αλγορίθµου και όχι κατά την διάρκεια µίας µόνο επανάληψης ή κλήσης
της διαδικασίας της διαµέρισης. Εφόσον δύο στοιχεία συγκρίνονται µεταξύ τους το πολύ
µία ϕορά, το συνολικό πλήθος των συκρίσεων ϑα δίνεται από το άθροισµα των επιµέρους
�περιπτώσεων� των δείκτριων τυχαίων µεταβλητών που αναφερθηκαν παραπάνω. Συγκε-
κριµένα

x =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Xi j

Χρησιµοποιώντας την αναµενόµενη τιµή των δύο µελών προκύπτει :
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5.3 Αναµενόµενος χρόνος εκτέλεσης για την τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση

Σχήµα 5.7: α. Η Χειρότερη περίπτωση για την τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση

Σχήµα 5.8: ϐ. Η Χειρότερη περίπτωση για την τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση

E(X ) = E[
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Xi j] =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

E[Xi j] =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

I = {Zi συγκρίνεται µε Zj} =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Pr {Zi συγκρίνεται µε Zj}

Για να υπολογισθεί λοιπόν ο αριθµός των συγκρίσεων x αρκεί να υπολογισθεί η πιθα-
νότητα Pr {Zi συγκρίνεται µε Zj}. Στην περίπτωση αυτή γίνεται υπόθεση ότι το κάθε στοιχείο-
οδηγός επιλέγεται τυχαία και ανεξάρτητα από τα άλλα. Επειδή τα στοιχεία εισόδου είναι
εξ υποθέσεως διαφορετικά, από την στιγµή που ϑα επιλεγεί κάποιος οδηγός x οι τιµές του
οποίου να κυµαίνονται ανάµεσα στο Zi και στο Zj, τα Zi και Zj είναι αδύνατον να συγκριθούν
µεταξύ τους στο µέλλον. Από την άλλη πλευρά εάν επιλεγεί το Zi ως οδηγός πριν από όλα
τα άλλα στοιχεία του συνόλου Zi j, τότε το Zi j ϑα συγκριθεί µε όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του
συνόλου αυτού εκτός από τον εαυτό του. Το ίδιο ακριβώς ϑα συµβεί εάν επιλεγεί το στοιχείο
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Zj.
Ωστόσο τα στοιχεία αυτά συγκρίνονται µεταξύ τους όταν το 1ο στοιχείο που επιλέγεται ως

διαχωριστικό (ή οδηγός) είτε είναι το ένα είτε το άλλο, δηλαδή εάν και µόνο εάν είναι είτε
το Zi είτε το Zj. Θα εξετασθεί λοιπόν η πιθανότητα να συµβεί αυτό το ενδεχόµενο. Πριν από
την στιγµή που επιλέγεται κάποιο στοιχείο σαν οδηγός από το σύνολο Zi j, όλο το Zi j ανήκει
στο ίδιο διαµέρισµα. Συνεπώς οποιοδήποτε στοιχείο έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί
σαν οδηγός. Με δεδοµένο ότι το Zi j έχει έχει j − i + 1 στοιχεία και οι αδηγοί επιλέγονται
τυχαία και ανεξάρτητα µεταξύ τους, η πιθανότητα να επιλεγεί πρώτο ως οδηγός οποιοδήποτε
συγκεκριµένο στοιχείο είναι

Pr{Zi συγκρίνεται µε Zj} =Pr{Zi ή zj επιλέγεται πρώτο ως οδηγός από το zi j= Pr{Zi επιλέγε-
ται πρώτο ως οδηγός από το zi j+Pr{Zj επιλέγεται πρώτο ως οδηγός από το zi j = 1

j−1+1 + 1
j−i+1 =

2
j−i+1

Η δεύτερη ισότητα έπεται από το γεγονός ότι τα δύο γεγονότα είναι ασυµβίβαστα. Συνεπώς
η σχέση που υπολογίσθηκε προηγουµένως γίνεται

E[x] =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

2
j − i + 1

=

n−1∑
i=1

n−i∑
k=1

2
k + 1

=

n−1∑
i=1

n∑
k=1

2
k

=

n−1∑
i=1

O(nlogn) ' O(nlogn)

Συµπερασµατικά µέσω της τυχαιοκρατικής διαµέρισης ο αναµενόµενος χρόνος εκτέλεσης
της γρήγορης ταξινόµησης είναι O(nlogn) κάτι που ισχύει σε περίπτωση που οι τιµές των
στοιχείων της εισόδου είναι διαφορετικές µεταξύ τους [1].
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5.4 Υλοποίηση του αλγορίθµου της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης

5.4 Υλοποίηση του αλγορίθµου της τυχαιοκρατικής ταχυταξι-

νόµησης

Το πρόγραµµα 5.3 της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης που απεικονίζεται (σελίδα 49)
είναι υλοποιηµένο στην γλώσσα προγραµµατισµού c. Η τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση
καλεί την τυχαιοκρατική διαµέριση κατά την οποία χρησιµοποιείται ένα τυχαία επιλεγµένο
στοιχείο ενός πίνακα Α µε 10 στοιχεία. Η τυχαιοκρατική διαµέριση µε την σειρά της καλεί
την διαµέριση η οποία επιστρέφει έναν οδηγό, και µε ϐάση αυτόν καλείται η τυχαιοκρατική
ταχυταξινόµηση όπου εφαρµόζεται και στα δύο τµήµατα που έχουν δηµιουργηθεί (µικρότερα
του οδηγού και µεγαλύτερα). Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται µέχρις ότου να γίνει
πλήρης ταξινόµηση. Η random shuffle χρησιµοποιείται για να δοθεί σαν είσοδος µία τυχαία
σειρά των αριθµών προς ταξινόµηση.

Στην εικόνα 5.1 απεικονίζεται το εκτελεσιµο αρχείο της τυχαιοκρατικης ταχυταξινόµησης.

Εικόνα 5.1: Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση

5.5 Υλοποίηση του αλγορίθµου της τυχαιοκρατικής ταχυταξι-

νόµησης για την ταξινόµηση 100 αριθµών

Παρακάτω απεικονίζεται το πρόγραµµα 5.4 (σελίδα 50) της τυχαιοκρατικής ταχυταξι-
νόµησης το οποίο ταξινοµεί 100 αριθµούς. Ο αλγόριθµος εκτελείται 10 ϕορές και κάθε
ϕορά ϐρίσκει έναν χρόνο εκτέλεσης.Ο τρόπος που µετριέται ό χρόνος εκτέλεσης είναι µε τη
χρήση της συνάρτησης του συστήµατος clock() µία ϕορά για την έναρξη της µέτρησης (στην
αρχή του προγράµµατος) που αποθηκεύεται στην µεταβλητή start time και µετά στο τέλος
του προγράµµατος που ο χρόνος αποθηκεύεται στην µεταβλητή end time. Η µεταβλητή
elapsed − time ισούται µε την διαφορά endtime − starttime διαιρούµενη µε το clocks per
second που είναι ο αριθµός των tic (ο ϱυθµός του ϱολογιού) ο οποίος µας δίνει τον αριθµό
των δευτερολέπτων. Μετά από εκτέλεση 10 ϕορών του αλγορίθµου ϐρίσκονται 10 χρόνοι
εκτέλεσης, προστίθενται µεταξύ τους και το τελικό άθροισµα διαιρείται µε το 10. Το τελικό
αποτέλεσµα είναι και ο µέσος όρος. Στην εικόνα 5.2 απεικονίζεται το εκτελέσιµο αρχείο κατά
την εκτέλεση του προγράµµατος της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης που ταξινοµεί 100 α-
ϱιθµούς καθώς και ο χρόνος εκτέλεσής του για 1 ϕορά. Πριν από την ταξινόµηση υπάρχουν
100 ακέραιοι αριθµοί σε τυχαία σειρά. Μετά οι αριθµοί ταξινοµούνται µε την χρήση του
προγράµµατος randquicksort που ϐασίζεται στην τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση.
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Εικόνα 5.2: Πρώτη εκτέλεση του αλγορίθµου

Στην εικόνα 5.2 ϕαίνεται πως ο πρώτος χρόνος εκτέλεσης ισούται µε 0.02. Οι υπόλοιποι
χρόνοι εκτέλεσης απεικονίζονται στον παρακάτω πίνακα.

Εκτέλεση Χρόνος
1η 0.02
2η 0.02
3η 0.02
4η 0.01
5η 0.03
6η 0.02
7η 0.02
8η 0.02
9η 0.01
10η 0.02

Πίνακας 5.1: Πίνακας χρόνων εκτέλεσης

Αθροίζοντας τους χρόνους του παραπάνω πίνακα και στην συνέχεια διαιρώντας το απο-
τέλεσµα µε το 10 προκύπτουν :

0.02 + 0.02 + 0.02 + 0.01 + 0.03 + 0.02 + 0.02 + 0.02 + 0.01 + 0.02 = 0.19

0.19
10

= 0.019

που είναι και ο µέσος όρος για δέκα στοιχεία.
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5.5 Υλοποίηση του αλγορίθµου της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης για την ταξινόµηση 100 αριθµών

Αλγοριθµος 5.3: Πρόγραµµα της Τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης [30]

#include <stdio .h>
#include <stdl ib .h>
#include <time .h>
#define max 10
void random_shuf ( int B [ ] ) {

srand ( time (NULL ) ) ;
int i , j , tmp;
for ( i = max − 1; i > 0; i −−){

j = rand ( )%( i + 1 ) ;
tmp = B[ i ] ;
B[ i ] = B[ j ] ;
B[ j ] = tmp;

} }
void swap( int ∗a , int ∗b ) {

int tmp;
tmp = ∗a ;
∗a = ∗b;
∗b = tmp;

}
int Part i t ion ( int B[ ] , int p, int r ) {

int pivotInd = p + rand ( )%( r − p + 1 ) ;
int pivot ;
int i = p − 1;
int j ;
pivot = B[ pivotInd ] ;
swap(&B[ pivotInd ] , &B[ r ] ) ;
for ( j = p ; j < r ; j ++) {
i f (B[ j ] < pivot ) {

i ++;
swap(&B[ i ] , &B[ j ] ) ;

} }
swap(&B[ i +1] , &B[ r ] ) ;
return i + 1 ; }

void q_s ( int B[ ] , int p, int q ) {
int j ;
i f ( p < q ) {

j = Part i t ion (B, p, q ) ;
q_s (B, p, j −1);
q_s (B, j +1, q ) ;

} }
int main ( ) {

int i ;
int B[max] ;
for ( i = 0; i < max; i ++)

B[ i ] = i ;
random_shuf (B) ;
pr int f ( " before the sort\n" ) ;
for ( i = 0; i < max; i ++)

pr int f ( "%d \t " , B[ i ] ) ;
q_s (B, 0 , max−1);
pr int f ( "\n af ter the sort \n" ) ;
for ( i = 0; i < max; i ++)

pr int f ( "%d \t " , B[ i ] ) ;
return 0;
}
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Αλγοριθµος 5.4: Πρόγραµµα για ταξινόµηση 100 στοιχείων [30] [34]

#include <stdio .h>
#include <stdl ib .h>
#include <time .h>
#define max 100
//∗ H random_shuf exei san eisodo max arithmous kai tous vazei se tuxaia seira
void random_shuf ( int B[ ] ) {
srand ( time (NULL ) ) ;
int i , j , tmp;

for ( i = max − 1; i > 0; i −−)
{ j = rand ( )%( i + 1 ) ;

tmp = B[ i ] ;
B[ i ] = B[ j ] ;
B[ j ] = tmp; } }

//∗ H swap xrhsimopoieitai gia antallagh twn thesewn stoixeiwn sthn Par t i t i on
void swap( int ∗a , int ∗b )
{ int tmp;

tmp = ∗a ;
∗a = ∗b;
∗b = tmp; }

//∗H Par t i t i on ep i s t r e f e i ton odhgo diamerishs gia enan dedomeno pinaka
//∗Xrhsimopoiei mia tuxaia thesh gia ton odhgo

int Part i t ion ( int B[ ] , int p, int r )
{ int pivotInd = p + rand ( )%( r − p + 1 ) ;

int pivot ;
int i = p − 1;
int j ;
pivot = B[ pivotInd ] ;
swap(&B[ pivotInd ] , &B[ r ] ) ;
for ( j = p ; j < r ; j ++)

{ i f (B[ j ] < pivot )
{ i ++;

swap(&B[ i ] , &B[ j ] ) } }
swap(&B[ i +1] , &B[ r ] ) ;
return i + 1; }

//∗ H q_s einai h tuxaiokratikh taxutaxinomhsh
void q_s ( int B[ ] , int p, int q )

{ int j ;
i f ( p < q ) {
j = Part i t ion (B, p, q ) ;

q_s (B, p, j −1);
q_s (B, j +1, q ) ; } }

//∗ To kurio programma afou dhmiourgei enan pinaka
100 arithmwn xrhsimopoiei thn sunarthsh random_shuf gia na tous va le i se tuxaia seira .
Arxikopoiei to ro lo i tou systimatos . Kalei thn
quicksort ( q_s h opoia kalei me thn seira ths t in part i t ion )
Sto te los ka le i ta i xana to ro lo i gia na shmeiwsei ton
termatismo tou programmatos . Ypologizetai o xronos
diekeperewsis kai tuponetai o taxinomhmenos pinakas
int main ( ) {
int i ;
int B[max] ;

clock_t end_time , start_time ;
double time_elapsed ;

for ( i = 0; i < max; i ++)
B[ i ] = i ;

random_shuf (B) ;
pr int f ( " before the sort\n" ) ;
for ( i = 0; i < max; i ++)

pr int f ( "%d \t " , B[ i ] ) ;
start_time = clock ( ) ;
q_s (B, 0 , max−1);
pr int f ( "\n af ter the sort \n" ) ;

for ( i = 0; i < max; i ++)
pr int f ( "%d \t " , B[ i ] ) ;

end_time = clock ( ) ;
time_elapsed = ( double ) ( end_time − start_time )/CLOCKS_PER_SEC;
pr int f ( " randomized quicksort time elapsed %f seconds\n" , time_elapsed ) ; return 0;
}
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Κεφάλαιο 6

Βασικές έννοιες και προβλήµατα πιθανοτήτων

Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί µία εισαγωγή στις πιθανότητες, στις πράξεις µεταξύ συνόλων
καθώς και στην αναφορά τυχαιοκρατικών αλγορίθµων. Η πιθανοτική ανάλυση ανα-

ϕέρεται στην επίλυση προβληµάτων µε την χρήση των πιθανοτήτων ή µεγεθών που εντάσ-
σονται στις πιθανότητες, όπως είναι λ.χ. η µέση τιµή. Στις επόµενες ενότητες αναφέρονται
εκτενώς ϐασικές εισαγωγικές έννοιες πιθανοτήτων και το κεφάλαιο κλείνει µε την µελέτη και
την αναφορά δύο τυχαιοκρατικών αλγορίθµων.

6.1 ∆ειγµατικός χώρος και πειράµατα τύχης

Για την µελέτη της ϑεωρίας πιθανοτήτων είναι απαραίτητη η εξέταση των τυχαίων (ή στο-
χατικών) ϕαινοµένων. Τα ϕαινόµενα αυτά ονοµάζονται πειράµατα τύχης και χαρακτηριστικό
τους είναι πως σε µία εκτέλεσή τους δεν είναι δυνατή η ϐεβαιότητα του αποτελέσµατος το
οποίο ϑα εµφανισθεί. Ωστόσο είναι εφικτή η καταγραφή των δυνατών αποτελεσµάτων που ϑα
προκύψουν από την µελέτη του πειράµατος. Τα αποτελέσµατα αυτά παρουσιάζονται µέσω
ενός δειγµατικού χώρου ή δειγµατοχώρου [13].

Ορισµός 6.6. ∆ειγµατικός χώρος ενός τυχαίου πειράµατος καλείται το σύνολο των δυνατών

αποτελεσµάτων που προκύπτουν από µία εκτέλεσή του. Συµβολίζεται µε κεφαλαία γράµµατα

όπως A ή S. Ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος µπορεί να είναι :

• ∆ιακριτός, δηλαδή να έχει πεπερασµένο ή αριθµήσιµο πλήθος στοιχειωδών ενδεχοµένων

όπως είναι µία ακολουθία αριθµών Y = 1, 2, 3, 4, ..., N ή

• Συνεχής, όπου τα στοιχεία του να σχηµατίζουν διαστήµατα, όπως η ισότητα Y ≥ 0, δηλαδή

η µεταβλητή Y στην συγκεκριµένη περίπτωση να παίρνει µόνο τιµές ϑετικές.

Τα στοιχεία ενός δειγµατικού χώρου ονοµάζονται δειγµατικά σηµεία ενώ τα υποσύνολα
ενός δειγµατικού χώρου ονοµάζονται ενδεχόµενα και συµβολίζονται και αυτά µε κεφαλαία
γράµµατα όπως A ή B. Απλά ή στοιχειώδη ενδεχόµενα ονοµάζονται εκείνα τα οποία απο-
τελούνται από έναν µόνο δειγµατικό χώρο. Σύνθετο ενδεχόµενο καλείται ένα ενδεχόµενο το
οποίο περιέχει περισσότερα του ενός στοιχεία [13]. Θεωρείστε πως έχετε ένα νόµισµα και
το ϱίχνετε δύο ϕορές. Σηµειώστε µε K το ενδεχόµενο κατά την ϱίψη του νοµίσµατος να
εµφανισθεί κεφαλή και Γ το ενδεχόµενο να εµφανισθεί γράµµατα. Ο δειγµατικος χώρος του
πειράµατος ϑα είναι :

S = {KK, KΓ, ΓK, ΓΓ}
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Το ενδεχόµενο να εµφανισθούν δύο ϕορές τα ίδια αποτελέσµατα περιγράφεται από τον
δειγµατικό χώρο

X = {KK, ΓΓ}

ενώ, το ενδεχόµενο να εµφανίζεται µία κεφαλή και µία γράµµατα περιγράφεται από τον
δειγµατικό χώρο

Y = {KΓ, ΓK}

Πολλές ϕορές η καταγραφή των αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης είναι εφικτή µε
την χρήση των δενδροδιαγραµµάτων όπως απεικονίζεται στην παρακάτω εικόνα 6.1.

Εικόνα 6.1: ∆ενδροδιάγραµµα παραδείγµατος 6.1

Το δενδροδιάγραµµα του παραπάνω παραδείγµατος µπορεί να σχεδιασθεί και για την
εκτέλεση ενός πειράµατος για την ϱίψη ενός νοµίσµατος 3, 4 ή n ϕορές.
Πείραµα τύχης µπορεί να ϑεωρηθεί και η γέννηση ενός παιδιού. Σε αυτήν την περίπτωση ο
δειγµατικός χώρος του πειράµατος ϑα είναι

S = {A, K}

καθώς ένα παιδί µπορεί να γεννηθεί αγόρι(Α) ή κορίτσι(Κ).

6.2 Πράξεις µεταξύ συνόλων

Οι σχέσεις µεταξύ ενδεχοµένων ενός δειγµατικου χώρου µπορούν να σχεδιασθούν και µε
την ϐοήθεια των διαγραµµάτων Venn. Υποθέστε πως έχετε δύο υποσύνολα (ή ενεδεχόµενα)
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6.2 Πράξεις µεταξύ συνόλων

ανεξάρτητα µεταξύ τους τα οποία ανήκουν σε ένα σύνολο S. ΄Επεται ότι τα υποσύνολα A και
B ανήκουν στο S όπως ϕαίνεται και στο παρακάτω σχήµα 6.1.

Σχήµα 6.1: ∆ιάγραµµα Venn το οποίο απεικονίζει δύο ανεξάρτητα ενδεχόµενα A και B

Υπάρχουν και άλλες πράξεις οι οποίες περιγράφουν τις σχέσεις µεταξύ των συνόλων και
ϐοηθούν στην απόδειξη µαθηµατικών ϑεωρηµάτων που στηρίζονται στην πιθανοτική ανάλυση
[4].

Ορισµός 6.7. Τοµή: Καλείται το σύνολο των στοιχείων τα οποία ανήκουν και στο A και στο

B και συµβολίζεται µε A ∩ B.

Ορισµός 6.8. ΄Ενωση: Καλείται το σύνολο των στοιχείων που ανήκουν ή στο A ή στο B ή και

στα δύο σύνολα. Συµβολίζεται µε A ∪ B.

Ορισµός 6.9. Συµπλήρωµα : Εάν το B είναι υποσύνολο του A, τότε το υποσύνολο A − B

καλείται συµπλήρωµα του B ως προς το A.

Το συµπλήρωµα σχηµατικά απεικονίζεται παρακάτω, ϐλπ σχήµα 6.2.

Σχήµα 6.2: ∆ιάγραµµα Venn το οποίο απεικονίζει το συµπλήρωµα των δύο συνόλων A και B

Ορισµός 6.10. ∆ιαφορά: Συµβολίζεται µε A − B και περιέχει όπως ϕαίνεται και στο σχήµα

6.3 όλα τα στοιχεία του A που δεν ανήκουν στο B.
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Σχήµα 6.3: Η ∆ιαφορά των δύο υποσυνόλων A και B

6.3 Ορισµοί Πιθανοτήτων

Ορισµός 6.11. Υποθέτωντας πως ένας δειγµατικός χώρος S περιέχει n ενδεχόµενα τα οποία

είναι ισοπίθανα µεταξύ τους, η πιθανότητα να εµφανισθεί ένα ενδεχόµενο Α δίνεται από την

σχέση

P(A) =
|A|

|S|

΄Οπου A είναι το πλήθος των ενδεχοµένων του συνόλου Α και S είναι το πλήθος των

στοιχείων του δειγµατοχώρου S.

Η παραπάνω πρόταση αποτελεί τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας [13].
Βασιζόµενοι στο παρακάτω δενδροδιάγραµµα 6.4 προηγούµενου παραδείγµατος, έστω

πως Ϲητείται η πιθανότητα να έρθει δύο ϕορές κορρώνα «Κ».

Ορισµός 6.12. Σε κάθε γεγονός ενός δειγµατικού χώρου αντιστοιχίζεται ένας πραγµατικός

αριθµός P(Α). Η P καλείται ως µία πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στην κλάση c γνωστή ως

συνάρτησης πιθανότητας. Η P(Α) καλείται ως πιθανότητα εφόσον ικανοποιεί τα παρακάτω

αξιώµατα :

Α) Για κάθε γεγονός της κλάσεως c είναι P(A) ≥ 0.

Β) Για το γεγονός του δειγµατοχώρου της κλάσεως είναι P(S) = 1.

Γ) Εάν τα γεγονότα A1, Β της κλάσεως c είναι ασυµβίβαστα τότε P(A ∪ B) = P(A) + P(B)

Η παραπάνω πρόταση αποτελεί τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας [4].

6.4 Σηµαντικά Θεωρήµατα

Με ϐάση τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας που αναφέρθηκε σε προηγούµενη ε-
νότητα, προκύπτουν διάφορα ϑεωρήµατα, όπως τα παρακάτω [4].

Θεώρηµα 6.1. Εάν P(Α) είναι η πιθανότητα να συµβεί το γεγονός Α, τότε η πιθανότητα αυτή

ϐρίσκεται ανάµεσα στο 0 και στο 1, δηλαδή 0 ≤ P(A) ≤ 1.

Απόδειξη
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Σχήµα 6.4: ∆ενδροδιάγραµµα

Από τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας προκύπτει ότι P(A) ≥ 0 για κάθε γεγονός Α.

Επίσης για το γεγονός του δειγµατικού χώρου S της κλάσεως c είναι P(S) = 1, συνεπώς P(S) = 1

.

Θεώρηµα 6.2. Μονοτονία πιθανότητας: Εάν Α και Β είναι δύο ενδεχόµενα ενός δειγµατικού

χώρου S µε Β να είναι υποσύνολο του Α, τότε ϑα ισχύει P(B) ≤ P(A) και για κάθε σύνολο ή

ενδεχόµενο ενός δειγµατικού χώρου S ισχύει ότι P(A) ≤ 1.

Απόδειξη

Α)Εφόσον B = A, τότε ϑα ισχύει P(A−B) = P(A)−P(B). Αφού P(A−B) ≥ 0 τότε P(B) ≤ P(A)
.

Β)Αφού το Α είναι υποσύνολο του S τότε η πιθανότητα του είναι P(A) ≤ 1 .

Θεώρηµα 6.3. Εάν Α και Β είναι δύο ενδεχόµενα, τότε P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB).
Απόδειξη

Η ΄Ενωση δύο συνόλων Α και Β ενός δειγµατικού χώρου µπορεί να περιγραφεί από την

σχέση A ∪ B = AB′ ∪ B. Χρησιµοποιώντας την προσθετική ιδιότητα ϑα ισχύει : P(A ∪ B) =

P(AB′ ∪ B) = P(AB′) + P(B) = P(A) − P(AB) + P(B) = P(A) + P(B) − P(AB).

Θεώρηµα 6.4. Νόµος του συµπληρωµατικού τετραγώνου P(A′) = 1 − P(A).
Απόδειξη Εάν S είναι ένας δειγµατοχώρος και A, A′ δύο ενδεχόµενα ανεξάρτητα µεταξύ τους,

που ανήκουν στο S, τότε το σύνολο των στοιχείων που ανήκουν ή στο Α ή στο Α΄ ή και στα δύο

ϑα ισούται µε το σύνολο του δειγµατικού χώρου, δηλαδή A∪A′ = S, και λαµβάνοντας υπόψην
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πως τα ενδεχόµενα A και A′ είναι ξένα µεταξύ τους προκύπτει ότι P(A) + P(A′) = 1, συνεπώς

από αυτήν την σχέση προκύπτει αντίστοιχα P(A′) = 1 − P(A).

6.5 ∆ιακριτές και συνεχείς µεταβλητές

΄Οπως αναφέρθηκε σε προηγούµενη ενότητα ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος µπορεί
να είναι είτε διακριτός, δηλαδή να αποτελείται από πεπερασµένο ή αριθµήσιµο πλήθος
ενδεχοµένων, είτε συνεχής, δηλαδή να αποτελείται από ενδεχόµενα το πλήθος των οποίων
σχηµατίζουν διαστήµατα. Υποθέτωντας πως ένα νόµισµα ϱίχνεται δύο ϕορές, ο δειγµατικός
χώρος που προκύπτει ϑα περιγράφεται από τον παρακάτω πίνακα 6.1 Εάν συµβολισθεί µε
K το πλήθος των όψεων «κεφάλι» που αντιστοιχούν σε κάθε υποσύνολο τότε

Ενδεχόµενα ∆ειγµατοχώρου ΚΚ ΚΓ ΓΚ ΓΓ
Κ 2 1 1 0

Πίνακας 6.1: Πίνακας Παραδείγµατος

΄Ετσι προκύπτει K = 2 όταν το K εµφανίζεται δύο ϕορές, K = 1 όταν το K εµφανίζεται
το πολύ µία ϕορά, K = 0 το K δεν εµφανίζεται καµία ϕορά. Η τυχαία µεταβλητή K στο
παραπάνω παράδειγµα παίρνει τις τιµές = 0, 1, 2, . . . ., n όπου n είναι ο αριθµός των ϱίψεων
του νοµίσµατος. Η τυχαία µεταβλητή K σε αυτήν την περίπτωση ονοµάζεται διακριτή, εφόσον
παίρνει ένα αριθµήσιµο ή πεπερασµένο πλήθος τιµών.

6.6 Μέση τιµή

Θεωρώντας µία διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ µε τιµές X1 + X2 + X3 + .. + X3 µπορεί να
ορισθεί η έννοια της αναµενόµενης µέσης τιµής ή µαθηµατικής ελπίδας [4] Θέτοντας ως
E(X ) την µέση τιµή προκύπτει

E(X ) = X1 · P(X = x1) + x2 · P(X = X2) + .. + Xn · P(X = Xn)

Αντικαθιστώντας όπου
P(X = x1) = f (x1)

η νέα σχέση που προκύπτει είναι η

E(X ) = x1 · f (x1) + x2 · f (x2) + .. + Xn · f (Xn) =
∑

Xn · f (x)

Η αναµενόµενη µέση τιµή µίας τυχαίας συνεχούς µεταβλητής ϑα ισούται µε το ολοκλήρω-
µα της συνάρτησης πυκνότητας-πιθανότητας f (x) για τιµές που ανήκουν στο διάστηµα των
πραγµατικών αριθµών, δηλαδή για κάθε x ∈ R.

6.7 Μέση τιµή για συναρτήσεις τυχαίων µεταβλητών

Α)Εάν x = f (x) και Y = g(x) δύο τυχαίες µεταβλητές, τότε
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6.8 Ιδιότητες της µέσης τιµής

E(X ) = X · P(X = x) + Y · P(X = x) + .. + N · P(X = n) =
∑

P(X = x)

Εφόσον X και Y είναι δύο τυχαίες διακριτές µεταβλητές µε συναρτήσεις πιθανότη-
τας–πυκνότητας f (x) και g(x) αντίστοιχα, τότε η αναµενόµενη µέση τιµή ϑα δίνεται από
την σχέση

E(X ) = f (x1) · g(x1) + f (x2) · g(x2) + f (x3) · g(x3) + .. + f (xn) · g(xn) =
∑

g(x) · f (x)

Στην περίπτωση που η X είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πιθανότητα f (x) τότε

E(g(x)) =

∫ ∞

−∞

f (x) · g(x)

Εάν οι δύο συνεχείς τυχαίες µεταβλητές X και Y έχουν µία κοινή συνάρτηση πιθανότητας-
πυκνότητας η οποία δέχεται τιµές Χ και Υ, δηλαδή f (x, y), η µέση αναµενόµενη τιµή ϑα είναι

E(g(x, y)) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

g(x, y)f (x, y)

6.8 Ιδιότητες της µέσης τιµής

Ιδιότητα 1η Εάν E(X ) είναι η αναµενόµενη µέση τιµή µίας τυχαίας µεταβλητής Χ και
µία σταθερά c, τότε η µέση τιµή ϑα ισούται µε

E(c · X ) = c · E(X )

Ιδιότητα 2η

΄Εστω X και Y δύο τυχαίες µεταβλητές. Ο υπολογισµός του αθροίσµατος της µέσης τιµής
αυτών των µεταβλητών που προκύπτει είναι το άθροισµα της αναµενόµενης µέσης τιµής της
άλλης µεταβλητής Y .

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y )

Ιδιότητα 3η

΄Εστω X και Y δύο τυχαίες ανεξάρτητες µεταβλητές. Ο υπολογισµός του γινοµένου των δύο
αυτών µεταβλητών προκύπτει πολλαπλασιάζοντας την µέση τιµή της µίας τυχαίας µεταβλητής
X µε την µέση τιµή της άλλης µεταβλητής Y , δηλαδή

E(X · Y ) = E(X ) · E(Y )

6.9 Το πρόβληµα της πρόσληψης

΄Εστω πως ένα γραφείο επιθυµεί να προσλάβει έναν νέο γραµµατέα. Μετά από πολλές
προσπάθειες, απευθύνεται σε ένα γραφείο εύρεσης εργασίας µε το οποίο γίνεται συµφωνία
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Αλγοριθµος 6.1: Ο∆ΗΓΟΣ ΠΡΟΣΛΗΨΗΣ (n) [1]

Ο∆ΗΓΟΣ ΠΡΟΣΛΗΨΗΣ (n )

ϐέλτιστος <− 0
για i <−1 έως n

εξετάζουµε τον υποψήφιο i
αν ο υποψήφιος i είναι καταλληλότερος από τον ϐέλτιστος

τότε ϐέλτιστος <− i
προσλαµβάνουµε τον υποψήφιο i

για την καθηµερινή αποστολή ενός διαφορετικού υπαλλήλου για την ϑέση εργασίας. Το
γραφείο εξετάζει καθηµερινά έναν υποψήφιο µε διαφορετικά προσόντα ελέγχοντάς τα και
συγκρίνοντάς τα πάντα µε τα προσόντα των προηγούµενων υπαλλήλων. Τονίζεται πως στόχος
του γραφείου είναι να έχει ανά πάσα στιγµή τον καλύτερο δυνατό υπάλληλο. Σαφώς η
πρόσληψη ενός νέου υποψηφίου ειναι κάτι που κοστίζει περισσότερο σε συνδυασµό µε την
απόλυση του τωρινού και την καταβολή ενός ποσού στο γραφείο εύρεσης εργασίας. Τα
παραπάνω ϐήµατα του αλγόριθµου 6.1 εκφράζουν την στρατηγική πρόσληψης σε µορφή
κώδικα. Ξεκινώντας στο ϐήµα 1 ορίζεται ένας εικονικός υποψήφιος µε αριθµό 0 ο οποίος
έχει λιγότερα προσόντα από τους υπόλοιπους.

Στην πραγµατικότητα, αυτό που προέχει είναι ο υπολογισµός του κόστους, το οποίο
προκύπτει από την εξέταση ενός υποψηφίου και στην συνέχεια από την πρόσληψη ενός
νέου. ∆εδοµένου πως εξετάζονται n υποψήφιοι το κόστος της εξέτασης είναι ci , και είναι
χαµηλότερο από το κόστος της πρόσληψης που είναι ch. Εάν ϑεωρηθεί m ο αριθµός των
ατόµων που προσλαµβάνοται, τότε το συνολικό κόστος που ϑα προκύψει είναι O(nci + mch).
Στην καλύτερη περίπτωση του προβλήµατος πρόσληψης προκύπτει εάν προσληφθεί ένας
µόνο υπάλληλος για την ϑέση, που είναι άλλωστε και το Ϲητούµενο.Σε αυτήν την περίπτωση
το κόστος ϑα είναι O(Ch). Η χειρότερη περίπτωση του προβλήµατος, ωστόσο, προκύπτει
εάν προσληφθούν όλοι οι υποψήφιοι που εξετάζονται κατά αύξουσα σειρά προσόντων.Εδώ το
κόστος ϑα είναι O(nch), όπου n ο αριθµός των υποψηφίων[1].

6.10 Τυχαία µετάθεση συστοιχίας

Ορισµένοι αλγόριθµοι χρησιµοποιούν πολλές ϕορές την πιθανότητα στην είσοδο ενός
προβλήµατος ή διατεταγµένης συστοιχίας αριθµών, όπως η παρακάτω: A=[5,6,7,8]

Η συστοιχία Α περιέχει ένα n αριθµών, όπου εδώ n=4, µε µικρότερο αριθµό προοτεραι-
ότητας το n=5 εφόσον υπάρχουν τέσσερα στοιχεία. Σε αυτήν την περίπτωση γίνεται εφικτή η
κατασκευή µίας τυχαίας µετάθεσης συστοιχίας. Αναλυτικότερα,ορίζοντας έναν τυχαίο αριθ-
µό προτεραιότητας A[i] και κατασκευάζοντας τον πίνακα προτεραιοτήτων A=[28,9,30,27] µε
µικρότερο αριθµό τον n=9 και στην συνέχεια κατά αύξουσα σειρά τους αριθµούς n = 17, n =

28, n = 30, προκύπτει ο πίνακας συστοιχίας C=[6,8,5,7].

Παρακάτω δίνονται τα ϐήµατα του αλγορίθµου για την παραπάνω διαδικασία της ταξι-
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Αλγοριθµος 6.2: ΤΑΞΙΝΟΜΙΚΗ ΜΕΤΑΘΕΣΗ (Α) [1]

ΤΑΞΙΝΟΜΙΚΗ ΜΕΤΑΘΕΣΗ (Α)

n <− µήκος [Α]
για i <− 1 έως n

P[ i ] = ΤΥΧΑΙΑ (1 , n^3)
ταξινοµούµε την Α, χρησιµοποιώντας ως κλειδιά τα στοιχεία της P
επιστροφή Α

νόµησης µετάθεσης.
Στον παραπάνω κώδικα επιλέγεται σύµφωνα µε την διαδικασία της ταξινόµησης µετάθε-

σης ένα στοιχείο A[i] µεταξύ του 1 και του n3. Η επιλογή του συγκεκριµένου διαστήµατος
διακύµανσης τιµών γίνεται για την αύξηση της πιθανότητας όλων των αριθµών προτεραι-
ότητας στην συστοιχία A να είναι µοναδικοί. Ωστόσο η εκτέλεση του κώδικα αποτελεί µία
εξαιρετικά χρονοβόρα διαδικασία.

6.11 ∆είκτριες τυχαίες µεταβλητές

Στην πιθανοτική ανάλυση γίνεται τις περισσότερες ϕορές απαραίτητη η χρήση των δε-
ίκτριων τυχαίων µεταβλητών. Οι δείκτριες τυχαίες µεταβλητές αποτελούν µία χρήσιµη µέθο-
δο µετατροπής των πιθανοτήτων σε αναµενόµενες τιµές και αντιστρόφως. Γενικά η χρήση των
δείκτριων τυχαίων µεταβλητών µπορεί να γίνει πιο κατανοητή µε το υπόδειγµα ενός πειράµα-
τος. Υποθέτωντας πως ένας ϕοιτητής επιθυµεί να προσδιορίσει τον αναµενόµενο αριθµό των
κεφαλών K που προκύπτουν από την ϱίψη ενός νοµίσµατος, ορίζει έναν δειγµατικό χώρο S
και ένα ενδεχόµενο A. Στην περίπτωση του πειράµατος που ϑέλει να πραγµατοποιήσει ορίζει
ως δειγµατικό χώρο τις αναµενόµενες ϱίψεις του νοµίσµατος,

S = {K, Γ}

όπου µε K συµβολίζεται η κεφαλή του νοµίσµατος και Γ τα γράµµατα, καθώς και P την
πιθανότητα η ϱίψη του νοµίσµατος να είναι Κ ή Γ, δηλαδή

P(K) = P(Γ) =
1
2

Επιπλέον, ο µαθητής ορίζει µία τυχαία δείκτρια µεταβλητή Χ µε την οποία ϑα εκφράζει
την περίπτωση να προκύψει κεφαλή. ΄Ετσι προκύπτει πως η τιµή της µεταβλητής ϑα ισούται
µε 1 εάν το αποτέλεσµα της ϱίψης είναι κεφαλή, και 0 εάν είναι γράµµατα. Συνεπώς
προκύπτει ότι

X (K) =

1, P(K) = K

0, P(Γ) = Γ
(6.1)

Εάν ο µαθητής ορίσει ως E(X ) την αναµενόµενη τιµή της δείκτριας µεταβλητής Χ τότε ϑα
υπολογίσει τον αριθµό των κεφαλών που αναµένεται.
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E(X ) = 1 · P(K) + 0 · P(Γ) = 1 · P(K) = 1 ·
1
2

=
1
2

(6.2)

΄Ετσι, υπολογίζοντας την αναµενόµενη τιµή ο µαθητής ϕθάνει στο συµπέρασµα πως ο
αριθµός των κεφαλών που προκύπτουν στην ϱίψη ενός νοµίσµατος ισούται µε 1

2 [4].
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Κεφάλαιο 7

Επίλογος

Στο κεφάλαιο αυτό καταγράφονται όλα τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την πτυ-
χιακή αυτή εργασία.

7.1 Συµπεράσµατα

Στην παρούσα πτυχιακή εργασία µελετήθηκε ο αλγόριθµος της τυχαιοκρατικής ταχυτα-
ξινόµησης του οποίου υπολογίσθηκε ο χρόνος εκτέλεσης.

Σε προηγούµενα κεφάλαια παρουσιάστηκαν οι χρόνοι εκτέλεσης των αλγορίθµων συγ-
χωνευτικής ταξινόµησης, γρήγορης ταξινόµησης ταξινόµησης σωρού και της πιθανοτικής
γρήγορης ταξινόµησης. Στον εν λόγω πίνακα παρουσιάζονται συνοποτικά οι χρόνοι εκτέλε-
σης 7.1.

Συµπερασµατικά, ο αλγόριθµος της συγχωνευτικής ταξινόµησης έχει πολυπλοκότητα
καλύτερης και χειρότερης περίπτωσης O(nlogn) και η µέθοδος που χρησιµοποιεί για να
ταξινοµεί είναι η συγχώνευση.

Αλγόριθµος καλύτερη περίπτωση χειρότερη περίπτωση Μέθοδος Ταξινόµησης
Ταξινόµηση µε συγχώνευση O(nlogn) O(nlogn) Συγχώνευση

Ταξινόµηση σωρού O(nlogn) O(nlogn) Επιλογή
Ταχυταξινόµηση O(nlogn) O(n2) ∆ιαµέριση

Τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση O(nlogn) O(n2) Τυχαιοκρατική διαµέριση

Πίνακας 7.1: Συνοπτικός πίνακας πολυπλοκότητων αλγορίθµων ταξινόµησης

Ο αλγόριθµος του σωρού χρησιµοποιεί ως κύρια µέθοδο την επιλογή και η διαδικασία
ταξινόµησης περιγράφεται σε προηγούµενη ενότητα. Ο χρόνος εκτέλεσης καλύτερης και
χειρότερης περίπτωσης ισούται µε O(nlogn).

Ο αλγόριθµος της ταχυταξινόµησης έχει πολυπλοκότητα καλύτερης περίπτωσης O(nlogn)
και χειρότερης περίπτωσης O(n2) και η µέθοδος που χρησιµοποιεί για να ταξινοµήσει είναι
η διαµέριση.

Ο αλγόριθµος της τυχαιοκρατικής ταχυταξινόµησης χρησιµοποιεί την τυχαιοκρατική δια-
µέριση σαν διαδικασία ταξινόµησης. Η µόνη διαφορά του αλγόριθµου αυτού µε τον αλγόριθ-
µο της ταχυταξινόµησης έγκειται στο γεγονός ότι στην τυχαιοκρατική ταχυταξινόµηση η ϑέση
που επιλέγεται κάθε ϕορά είναι τυχαία σε αντίθεση µε την Ταχυταξινόµηση στην οποία επι-
λέγεται πάντα το στοιχείο οδηγός x = A[r].
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Κεφάλαιο 7. Επίλογος

Ο χρόνος εκτέλεσης καλύτερης περίπτωσης της πιθανοτικής γρήγορης ταξινόµησης είναι
κατά µέσο όρο O(nlogn) ενώ ο χρόνος εκτέλεσης της χειρότερης περίπτωσής της είναι O(n2).
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Παράρτηµα Αʹ

Αναδροµικές Σχέσεις- Master Theorem

Πολλές ϕορές, η µελέτη της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου απαιτεί την χρήση ε-
ξισώσεων και άλλων σχέσεων για την διευκόλυνση του υπολογισµού της. Σε αυτήν την
περίπτωση γίνεται αναγκαία η χρήση εξισώσεων, που είναι γνωστές ως αναδροµικές και
χρησιµοποιούνται από αλγόριθµους που καλούν την αναδροµή. Επίσης η ανάγκη για τον
ακριβή καθορισµό του χρόνου εκτέλεσης ενός αλγορίθµου οδήγησε στην ανακάλυψη ενός
ϑεωρήµατος που είναι γνωστό ως ϑεώρηµα του Κυρίαρχου όρου ή Master Theorem.

Αʹ.1 Αναδροµικές σχέσεις

Αναδροµική σχέση καλείται µία σχέση ή ισότητα της µορφής

2 · T (
n

2
) + n

,

η οποία ϐοηθά στην ευκολότερη έκφραση της µελέτης του χρόνου εκτέλεσης ή όπως
λέγεται, της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου. Στην περίπτωση αυτή, της ανάλυσης δηλαδή
της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου εµφανίζεται πολύ συχνά και ιδιαίτερα όταν µελετάται
ένας αναδρονικός αλγόριθµος, δηλαδή ένας αλγόριθµος ο οποίος καλεί τον εαυτό του.Στην
ενότητα αυτήν ϑα παρουσιαστούν δύο ϐασικές µέθοδοι για την επίλυση των αναδροµικών
αυτών εξισώσεων, συγκεκριµένα αυτές είναι α)Η Μέθοδος της επανάληψης και
ϐ)Η Μέθοδος της αντικατάστασης [23] [24].

Αʹ.1.1 Η Μέθοδος της επανάληψης

Θεωρείστε την αναδροµική σχέση

T (n) =

2 · T (n
2 ) + 2n, k ≥ 2

2, n = 2
(Αʹ.1)

Με την µέθοδο της επανάληψης, αυτό που πραγµατοποιείται ουσιαστικά είναι η ανάπτυξη
της σχέσης σε ένα άθροισµα και στην συνέχεια, το άθροισµα αυτό υπολογίζεται µέσω της
κλειστής του σχέσης.[24]. Αναλυτικότερα, δουλεύοντας στην παραπάνω εξίσωση προκύπτει :
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Παράρτηµα Αʹ. Αναδροµικές Σχέσεις- Master Theorem

T (n) = 2n+2T (
n

2
) = 2n+

2n

2
+2n+T (

n

4
) = .. = 2n+

2n

2
+22·

n

22 +..+2i−1·
n

2i−1 +2i ·T (
n

2i
) = 2n·i+2i ·T (

n

2i
)

Θέτοντας όπου

i = logn − 1

προκύπτει ότι

T (n) = n · logn

Αʹ.1.2 Η µέθοδος της αντικατάστασης

Η µέθοδος της αντικατάστασης χρησιµοποιεί την µαθηµατική επαγωγή για να αποδείξει
ότι η λύση είναι σωστή [24]. Θεωρώντας την σχέση

T (n) = T (
n

2
) + Θ(n)

, µε αρχική συνθήκη

T (1) = Θ(1)

Η παραπάνω σχέση ϑα χρησιµοποιηθεί έτσι ώστε να αποδειχθεί πως

T (n) = Θ(nlogn)

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση επαγωγικά υποθέτωντας πως ισχύουν οι σχέσεις

c1 · (
n

2
) · log(

n

2
) ≤ T (

n

2
) (Αʹ.2)

και

T (
n

2
) ≤ c2 ·

n

2
· log(

n

2
) (Αʹ.3)

Πρέπει να αποδειχθεί η σχέση

c1 · n · logn ≤ T (n) ≤ c2 · n · logn (Αʹ.4)

Χρησιµοποιώντας την σχέση που υποθετικά ισχύει και δουλεύοντας πάνω στις σχέσεις
A′2 και A′3 προκύπτει :

T (n) ≥ 2 · c1(
n

2
) · log(

n

2
) + c1 · n = c1 · n · (logn − 1) + c1 · n = c1 · n · logn (Αʹ.5)

Για την δεύτερη σχέση A′3 προκύπτει :
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Αʹ.2 Το ϑεώρηµα του Κυρίαρχου όρου

T (n) ≤ 2 · c2(
n

2
) · log(

n

2
) + c2 · n = c2 · n · (logn − 1) + c2 · n = c2 · n · logn (Αʹ.6)

∆ουλεύοντας πάνω στις σχέσεις A′2 και A′3 η σχέση A′4 αποδείχθηκε. Συνεπώς

T (n) = T (
n

2
) + Θ(n)

Αʹ.2 Το ϑεώρηµα του Κυρίαρχου όρου

Το ϑεώρηµα του Κυρίαρχου όρου ή Master Theorem αποτελεί έναν εύκολο τρόπο για την
επίλυση των αναδροµικών σχέσεων της µορφής

T (n) = a · T (
n

b
) + O(nd)

όπου a και b (που είναι η ϐάση του λογαρίθµου) και d τρεις σταθερές [11].
Μέσω του Θεωρήµατος αυτού διακρίνονται τρεις διαφορετικές περιπτώσεις :
1η περίπτωση

Εάν d > logba τότε

T (n) = O(nd)

2η περίπτωση

Εάν d = logba τότε

T (n) = O(nd logn)

3η περίπτωση

Εάν d < logba τότε

T (n) = O(nloga logn)
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Απόδοση ξενόγλωσσων όρων

Απόδοση Ξενόγλωσσος όρος
Συγχωνευτική Ταξινόµηση Merge sort
Ταχυταξινόµηση Quick Sort
Τυχαιοκρατική Ταχυταξινόµηση Randomized Quick sort
Ταξινόµηση Σωρού Heap sort
Αλγόριθµοι Μόντε Κάρλο Monte Carlo Algorithms
Αλγόριθµος Λας Βέγκας Las Vegas Algorithms
Πιθανότητα Probability
∆ιαίρει και Βασίλευε Divide and Conquer
∆ιαµέριση Partition
Πολυπλοκότητα Complexity
Μάστερ Θεώρηµα Master Theorem
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