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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Σηελ παξνχζα πηπρηαθή εξγαζία, ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ 

θαη ηδηνδηαλπζκάησλ πίλαθα. Σηα πιαίζηα ηεο επίιπζεο απηνχ ηνπ 

πξνβιήκαηνο, ζα αλαιχζνπκε αξρηθά θάπνηεο βαζηθέο αξρέο ηεο γξακκηθήο 

άιγεβξαο θαη ηεο αξηζκεηηθήο αλάιπζεο. Σηε ζπλέρεηα, ζα επηιχζνπκε ην 

πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ πίλαθα αλαιπηηθά 

θαη αξηζκεηηθά κε ηε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ, ηε ζπκκεηξηθή κέζνδν ησλ 

δπλάκεσλ, ηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ θαη ηε κέζνδν ησλ πειίθσλ 

Rayleigh. Τέινο, πινπνηψληαο ζην πξφγξακκα Matlab ηηο παξαπάλσ 

κεζφδνπο, ζα καο δνζεί ε δπλαηφηεηα λα ηηο ζπγθξίλνπκε θαη λα βγάινπκε 

ζπκπεξάζκαηα γηα απηέο. 

 

Λέμεηο-Κιεηδηά: ηδηνηηκέο, ηδηνδηαλχζκαηα, κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ, 

κέζνδνο ησλ πειίθσλ Rayleigh 
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ΔΗΛΩΗ ΜΗ ΛΟΓΟΚΛΟΠΗ ΚΑΙ ΑΝΑΛΗΨΗ ΠΡΟΩΠΙΚΗ 

ΕΤΘΤΝΗ 

 

 

  

Με πιήξε επίγλσζε ησλ ζπλεπεηψλ ηνπ λφκνπ πεξί πλεπκαηηθψλ δηθαησκάησλ, 

δειψλσ ελππνγξάθσο φηη είκαη απνθιεηζηηθφο ζπγγξαθέαο ηεο παξνχζαο Πηπρηαθήο 

Δξγαζίαο, γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο νπνίαο θάζε βνήζεηα είλαη πιήξσο 

αλαγλσξηζκέλε θαη αλαθέξεηαη ιεπηνκεξψο ζηελ εξγαζία απηή. Έρσ αλαθέξεη 

πιήξσο θαη κε ζαθείο αλαθνξέο, φιεο ηηο πεγέο ρξήζεο δεδνκέλσλ, απφςεσλ, ζέζεσλ 

θαη πξνηάζεσλ, ηδεψλ θαη ιεθηηθψλ αλαθνξψλ, είηε θαηά θπξηνιεμία είηε βάζε 

επηζηεκνληθήο παξάθξαζεο.  

Αλαιακβάλσ ηελ πξνζσπηθή θαη αηνκηθή επζχλε φηη ζε πεξίπησζε απνηπρίαο ζηελ 

πινπνίεζε ησλ αλσηέξσ δεισζέλησλ ζηνηρείσλ είκαη ππφινγνο έλαληη ινγνθινπήο, 

γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη απνηπρία ζηελ Πηπρηαθή κνπ Δξγαζία θαη θαηά ζπλέπεηα 

απνηπρία απφθηεζεο ηνπ Τίηινπ Σπνπδψλ, πέξαλ ησλ ινηπψλ ζπλεπεηψλ ηνπ λφκνπ 

πεξί πλεπκαηηθψλ δηθαησκάησλ. Γειψλσ, ζπλεπψο φηη, απηή ε Πηπρηαθή Δξγαζία 

πξνεηνηκάζηεθε θαη νινθιεξψζεθε απφ εκέλα πξνζσπηθά θαη απνθιεηζηηθά θαη φηη, 

αλαιακβάλσ πιήξσο φιεο ηηο ζπλέπεηεο ηνπ λφκνπ ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία 

απνδεηρζεί, δηαρξνληθά, φηη ε εξγαζία απηή ή ηκήκα ηεο δελ κνπ αλήθεη δηφηη είλαη 

πξντφλ ινγνθινπήο άιιεο πλεπκαηηθήο ηδηνθηεζίαο.  

 

 

 

Όλνκα θαη Δπψλπκν Σπγγξαθέα (Με Κεθαιαία):  

 

 

……………………………………………………….  

 

 

 

Υπνγξαθή (Οινγξάθσο, ρσξίο κνλνγξαθή):  

 

 

……………………………………………………  
 

 

Ζκεξνκελία (Ζκέξα- Μήλαο- Έηνο):  

 

………………………………………… 
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1.  ΕΙΑΓΩΓΗ 
 

    Ζ Άιγεβξα θαη ε Αλάιπζε κειεηνχλ πξνβιήκαηα πνπ επηιχνληαη 

ρξεζηκνπνηψληαο καζεκαηηθνχο ηχπνπο. Ζ επίιπζε πξνβιεκάησλ κε καζεκαηηθνχο 

ηχπνπο απνηειεί ηνλ αλαιπηηθφ ηξφπν επίιπζεο. Δπεηδή, φκσο, ηα πεξηζζφηεξα 

πξνβιήκαηα πνπ ζπλαληψληαη ζηελ πξάμε είηε είλαη πνιχ δχζθνιν είηε αδχλαην λα 

δερηνχλ αλαιπηηθή ιχζε, θπξίσο ιφγσ ηνπ φγθνπ ηνπο, νη αξηζκεηηθέο κέζνδνη θαη ν 

πξνγξακκαηηζκφο απνηεινχλ βαζηθά εξγαιεία γηα ηνλ άλζξσπν, ψζηε λα νδεγνχλ 

ζηελ εχξεζε ιχζεο ηέηνησλ πξνβιεκάησλ. Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη, σο δηαδηθαζία 

επαλαιακβαλφκελσλ βεκάησλ, δελ δίλνπλ αθξηβή απνηειέζκαηα θαζφηη απνηεινχλ 

πξνζεγγηζηηθέο ιχζεηο. Δθαξκφδνληαο επαλαιακβαλφκελνπο ππνινγηζκνχο φκσο, 

«πιεζηάδνπκε» πεξηζζφηεξν ζην αθξηβέο απνηέιεζκα. Τν Matlab, σο πξφγξακκα ηνπ 

ππνινγηζηή θαη βνεζεηηθφ εξγαιείν γηα εκάο, ζπληειεί ζεκαληηθά ζε ηέηνηνπ είδνπο 

επηιχζεηο. 

   Οη ηδηνηηκέο ελφο πίλαθα είλαη πνιχ ζεκαληηθέο ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο επζηάζεηαο 

δηάθνξσλ αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ. Παίδνπλ επίζεο ζεκαληηθφ ξφιν ζε πξνβιήκαηα 

ζπληνληζκνχ πνπ πξνθχπηνπλ ζε πνιιέο ηερλνινγηθέο εθαξκνγέο. Οη θπζηθέο 

ζπρλφηεηεο δνλήζεσλ γεθπξψλ γηα παξάδεηγκα είλαη ηδηνηηκέο ελφο πίλαθα θαη γεληθά 

ζε πξνβιήκαηα ηαιάλησζεο, νη ηδηνηηκέο δίλνπλ ηηο θπζηθέο ζπρλφηεηεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Απηφ είλαη πνιχ ζεκαληηθφ θαηά ηελ εθαξκνγή εμσηεξηθψλ θνξηίσλ 

θνληά ζ’ απηέο ηηο ζπρλφηεηεο, νπφηε ν ζπληνληζκφο κπνξεί λα κεγεζχλεη ηελ 

ηαιάλησζε κε απνηέιεζκα λα έρνπκε θαηαζηξνθή ηεο θαηαζθεπήο. 

    Σηελ παξνχζα εξγαζία ζα καο απαζρνιήζεη ε εχξεζε  ηδηνηηκψλ θαη 

ηδηνδηαλπζκάησλ κε πνηθίινπο ηξφπνπο φπσο ν αλαιπηηθφο, ε κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ 

θαη ε κέζνδνο ησλ πειίθσλ ηνπ Rayleigh, ηηο νπνίεο ζα εμεηάζνπκε αιγεβξηθά, 

αξηζκεηηθά, θαη ζα θαηαζθεπάζνπκε πξνγξάκκαηα κε ηε βνήζεηα ηνπ Matlab ψζηε λα 

δνζνχλ παξαδείγκαηα ζηηο κεζφδνπο απηέο. 

    Σην Κεθάιαην 2 ζα αλαθεξζνχκε ζε θάπνηεο βαζηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη 

γλψζεηο πνπ είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκεο ζηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ. 

Θα αλαθεξζνχκε αιγεβξηθά ζηνπο πίλαθεο, ζηηο ππνθαηεγνξίεο ηνπο αλάινγα κε ηε 

δηάζηαζε θαη ην πεξηερφκελφ ηνπο, ζηηο πξάμεηο κεηαμχ πηλάθσλ θαη ζε ηδηφηεηεο πνπ 

ηζρχνπλ ζηελ εθαξκνγή ησλ πξάμεσλ απηψλ. Αθφκα, ζα αλαιχζνπκε ηηο νξίδνπζεο 

θαη θάπνηεο ηδηφηεηεο θαη εθαξκνγέο ηνπο πνπ ζα καο ρξεηαζηνχλ ζηε ζπλέρεηα. 

Τέινο, ζα θάλνπκε κηα «πξψηε γλσξηκία» κε ην Matlab θαη ζην πψο κπνξεί λα καο 

θαλεί ρξήζηκν ζηελ πνξεία ηεο εξγαζίαο. 

    Σην Κεθάιαην 3 ζα εκβαζχλνπκε ζηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ. Θα 

εμεηάζνπκε ηελ επίιπζή ηνπο κε ηνλ αλαιπηηθφ ηξφπν καζεκαηηθά ρξεζηκνπνηψληαο 

ηηο ζεσξεηηθέο καο γλψζεηο απφ ην πξνεγνχκελν θεθάιαην. Σηε ζπλέρεηα, ζα 

αλαιχζνπκε βήκα-βήκα θαη ζα εθαξκφζνπκε ελαιιαθηηθέο πξνζεγγηζηηθέο κεζφδνπο 

ηεο αξηζκεηηθήο αλάιπζεο. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα αζρνιεζνχκε κε ηε κέζνδν ησλ 
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δπλάκεσλ, ηε ζπκκεηξηθή κέζνδν ησλ δπλάκεσλ, ηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ 

δπλάκεσλ θαη ηε κέζνδν ησλ πειίθσλ ηνπ Rayleigh. Οη παξαπάλσ κέζνδνη ζα 

αλαιπζνχλ καζεκαηηθά, αιγνξηζκηθά θαη αξηζκεηηθά θαη ζα πινπνηεζνχλ ζην 

Matlab. Δθεί, ζα ηηο ρξεζηκνπνηήζνπκε σο ζπλαξηήζεηο ηηο νπνίεο ζα γξάςνπκε ζε 

θψδηθα θαη θαιψληαο απηέο ζην πξφγξακκα εηζάγνληαο ηα δεδνκέλα καο, ζα καο 

δίλνπλ επηηέινπο ηα πνιππφζεηα απνηειέζκαηα. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε πινπνίεζε ζα 

γίλεη γξάθνληαο θψδηθα πνπ ζα πεξηγξάθεη ηα βήκαηα ησλ αληίζηνηρσλ κεζφδσλ. 

Κάζε κέζνδνο ζα αληηζηνηρεί ζε κία ζπλάξηεζε θαη ε θιήζε ηεο ζπλάξηεζεο κε 

θαηάιιεια δεδνκέλα εηζφδνπ ζα καο δίλεη ηα απνηειέζκαηα ηεο κεζφδνπ. 
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2.  ΘΕΩΡΗΣΙΚΟ ΤΠΟΒΑΘΡΟ 

 

Σε απηφ ην θεθάιαην ζα νξίζνπκε αλαιπηηθά βαζηθέο έλλνηεο ηεο άιγεβξαο πηλάθσλ. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα αλαθεξζνχκε ζε πξαγκαηηθνχο πίλαθεο θαη ζηηο ηδηφηεηέο ηνπο, 

ζε πξάμεηο πηλάθσλ, ζε νξίδνπζεο θαη ζηηο ηδηφηεηέο ηνπο θαη ζε εηδηθνχο ηχπνπο 

πηλάθσλ. Δπίζεο, ζα αζρνιεζνχκε κε δηαλχζκαηα θαη ηε ρξεζηκφηεηά ηνπο ζηηο 

πξάμεηο πηλάθσλ, θαζψο θαη κε λφξκεο δηαλπζκάησλ. Σηε ζπλέρεηα, ζα γίλεη αλαθνξά 

ζηελ Αξηζκεηηθή Αλάιπζε θαη ζηηο κεζφδνπο επίιπζεο πξνβιεκάησλ. Τειεηψλνληαο, 

ζα θάλνπκε κηα πξψηε γλσξηκία κε ην πξφγξακκα Matlab θαη ζα αζρνιεζνχκε κε 

έλλνηεο θαη ζχκβνια ηνπ πξνγξάκκαηνο απηνχ πνπ ζα καο θαλνχλ ρξήζηκα ζην 

επφκελν θεθάιαην. 

 

2.1   Οριςμόσ Πίνακα 

Έλαο πίλαθαο m×n είλαη κία δπζδηάζηαηε νξζνγψληα δηάηαμε αληηθεηκέλσλ 𝛼𝑖𝑗  ηεο 

κνξθήο: 

Α= 

𝜶𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐

𝜶𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐
⋯

𝜶𝟏𝒏

𝜶𝟐𝒏

⋮ ⋱ ⋮
𝜶𝒎𝟏 𝜶𝒎𝟐 ⋯ 𝜶𝒎𝒏

 , 

φπνπ νη m-νξηδφληηεο δηαηεηαγκέλεο n-άδεο  

 𝜶𝟏𝟏, 𝜶𝟏𝟐, … , 𝜶𝟏𝒏 ,  𝜶𝟐𝟏, 𝜶𝟐𝟐, … , 𝜶𝟐𝒏 , … , (𝜶𝒎𝟏, 𝜶𝒎𝟐, … , 𝜶𝒎𝒏) 

είλαη νη γξακκέο ηνπ πίλαθα θαη νη n-θαηαθφξπθεο δηαηεηαγκέλεο m-άδεο 

 

𝜶𝟏𝟏
𝜶𝟐𝟏

⋮
𝜶𝒎𝟏

 ,  

𝜶𝟏𝟐

𝜶𝟐𝟐

⋮
𝜶𝒎𝟐

 , … ,  

𝜶𝟏𝒏

𝜶𝟐𝒏

⋮
𝜶𝒎𝒏

  

είλαη νη ζηήιεο ηνπ πίλαθα. Τν δηαηεηαγκέλν δεχγνο (m, n) ιέγεηαη κέγεζνο ηνπ 

πίλαθα θαη ην 𝜶𝒊𝒋 ιέγεηαη ην i-j ζηνηρείν ηνπ πίλαθα Α, φπνπ i=1, 2, 3, …, m θαη j=1, 

2, 3,…, n φπνπ i, j, m, n ∈ ℕ (θπζηθνί αξηζκνί 1, 2, 3,…). 

 Γειαδή ηα 𝜶𝒊𝒋 είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα, ν δείθηεο i εθθξάδεη ηε γξακκή 

ηνπ πίλαθα θαη ν δείθηεο j εθθξάδεη ηε ζηήιε ηνπ πίλαθα. Δίζηζηαη ε νλνκαζία ηνπ 

πίλαθα λα εθθξάδεηαη κε έλα θεθαιαίν γξάκκα. Σπκβνιηθά έλαο πίλαθαο Α γξάθεηαη 

σο εμήο: Α=  𝜶𝒊𝒋 . Έλαο πίλαθαο m×n δηαζηάζεσλ ιέγεηαη ελαιιαθηηθά πίλαθαο 

ηύπνπ m×n. 
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Παράδειγμα 1: 

Έζησ Α έλαο πίλαθαο ηχπνπ 3×3: 

𝛢 =  
1 2 1
5 1 2
3 3 8

 . 

Οη δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα Α είλαη 3×3, δειαδή απνηειείηαη απφ 3 γξακκέο θαη απφ 3 

ζηήιεο. Ζ πξψηε γξακκή απνηειείηαη απφ ηα ζηνηρεία (𝛼11 = 1, 𝛼12 = 2, 𝛼13 = 1), ε 

δεχηεξε γξακκή απνηειείηαη απφ ηα ζηνηρεία (𝛼21 = 5, 𝛼22 = 1,  𝛼23 = 2) θαη ε 

ηξίηε γξακκή ηνπ πίλαθα απνηειείηαη απφ ηα ζηνηρεία (𝛼31 = 3, 𝛼32 = 3, 𝛼33 = 8). 

Ζ πξψηε ζηήιε ηνπ πίλαθα απνηειείηαη απφ ηα ζηνηρεία (𝛼11 = 1, 𝛼21 = 5, 𝛼31 = 3), 

ε δεχηεξε ζηήιε ηνπ πίλαθα απνηειείηαη απφ ηα ζηνηρεία (𝛼12 = 2, 𝛼22 = 1, 𝛼32 =

3) θαη ε ηξίηε ζηήιε ηνπ πίλαθα απνηειείηαη απφ ηα ζηνηρεία (𝛼13 = 1, 𝛼23 = 2,

𝛼33 = 8). 

Γχν ή πεξηζζφηεξνη πίλαθεο κε ηνλ ίδην αξηζκφ γξακκψλ θαη ζηειψλ, ζα ιέκε φηη 

είλαη ηνπ ίδηνπ ηύπνπ. Όηαλ δχν πίλαθεο ίδηνπ ηχπνπ έρνπλ ηα ζηνηρεία ηνπο ζηηο 

ίδηεο ζέζεηο ίζα ηφηε απηνί νη πίλαθεο νλνκάδνληαη ίζνη. 

 

Παράδειγμα 2: 

 Έζησ πίλαθεο Α θαη Β:   

𝛢 =  
2 8 3
5 0 2
3 1 5

 ,  𝛣 =  
2 8 3
5 0 2
3 1 5

 . 

Παξαηεξνχκε φηη ν Α θαη ν Β είλαη πίλαθεο ίδηνπ ηχπνπ θαη ηα ζηνηρεία ηνπο είλαη 

ίζα. 

 

𝛼11 𝛼12 𝛼13

𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

 =  

𝛽11 𝛽12 𝛽13

𝛽21 𝛽22 𝛽23

𝛽31 𝛽32 𝛽33

 ⇔ 𝛢 = 𝛣. 

Άξα ν πίλαθαο Α είλαη ίζνο κε ηνλ πίλαθα Β. 

 

2.2  Ειδικοί τύποι πινάκων 
Σε απηή ηελ ελφηεηα παξνπζηάδνπκε κεξηθέο εηδηθέο θαηεγνξίεο πηλάθσλ, φπσο νη 

πίλαθεο πνπ απνηεινχληαη απφ κία γξακκή ή κία ζηήιε, ν αλάζηξνθνο πίλαθαο, ν 

ηεηξαγσληθφο πίλαθαο, ν άλσ ηξηγσληθφο θαη ν θάησ ηξηγσληθφο πίλαθαο. Αθφκα ζα 

αλαθεξζνχκε ζηελ θχξηα θαη ηελ δεπηεξεχνπζα δηαγψλην ησλ ηεηξαγσληθψλ 

πηλάθσλ, ζην δηαγψλην πίλαθα, ζηνλ ππνπίλαθα, ζην ζπκκεηξηθφ πίλαθα θαη ζηνλ 
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κνλαδηαίν πίλαθα. Πνιινί απφ απηνχο ηνπο εηδηθνχο ηχπνπο πηλάθσλ ζα καο θαλνχλ 

ηδηαίηεξα ρξήζηκνη ζην επφκελν θεθάιαην. 

 

2.2.1   Πίνακασ-γραμμή 

Όηαλ έλαο πίλαθαο έρεη δηαζηάζεηο 1×n, δειαδή m=1, απνηειεί πίλαθα-γξακκή θαη 

έρεη ηε κνξθή νξηδφληηαο δηάηαμεο 

𝜜𝒏 =  𝜶𝟏 𝜶𝟐 𝜶𝟑 … 𝜶𝒏 . 

Πξνθαλψο θαη ζε απηφλ ηνλ ηχπν πίλαθα i=1 θαη j=1, 2, 3,…, n. 

 

Παράδειγμα 3: 

Έζησ Α έλαο πίλαθαο: 

𝛢 =  3  5  8  2 . 

Ο πίλαθαο-γξακκή Α έρεη δηαζηάζεηο 1×4, φπνπ 𝛼11 = 3, 𝛼12 = 5, 𝛼13 = 8, 𝛼14 = 2. 

 

2.2.2   Πίνακασ-τήλη 

Όηαλ έλαο πίλαθαο έρεη δηαζηάζεηο m×1, δειαδή n=1, απνηειεί πίλαθα-ζηήιε θαη 

έρεη ηε κνξθή θάζεηεο δηάηαμεο: 

𝜜𝒎 =

 
 
 
 
 
𝜶𝟏

𝜶𝟐
𝜶𝟑

⋮
𝜶𝒎 

 
 
 
 

. 

Πξνθαλψο ζε απηφλ ηνλ ηχπν πίλαθα i=1, 2, 3,…, m θαη  j=1. 

 

Παράδειγμα 4: 

Έζησ Α έλαο πίλαθαο: 

𝛢 =  
5
8
2
 . 

Ο πίλαθαο-ζηήιε Α έρεη δηαζηάζεηο 3×1 φπνπ (𝛼11 = 5, 𝛼21 = 8, 𝛼31 = 2). 
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Έλαο πίλαθαο-γξακκή ή έλαο πίλαθαο-ζηήιε νλνκάδεηαη ελαιιαθηηθά δηάλπζκα. 

Απφ εδψ θαη ζην εμήο ζα ζεσξνχκε σο δηάλπζκα έλαλ πίλαθα-ζηήιε. 

 

2.2.3   Σετραγωνικόσ Πίνακασ 

Έλαο πίλαθαο ιέγεηαη ηεηξαγσληθόο φηαλ m=n, δειαδή έρεη ίζν αξηζκφ γξακκψλ θαη 

ζηειψλ. Έηζη, γηα παξάδεηγκα νη πίλαθεο ηχπνπ 2×2, 5×5, 3×3 είλαη ηεηξαγσληθνί 

πίλαθεο. Άξα, ν ηεηξαγσληθφο πίλαθαο είλαη ηύπνπ n×n. 

Έζησ έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο  

𝛢 =  

𝛼11 𝛼12 𝛼13

𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

 , 

ηχπνπ 3×3. 

Τα ζηνηρεία ηνπ ηεηξαγσληθνχ πίλαθα θαηά ηα νπνία ν i-δείθηεο είλαη ίζνο κε ην j-

δείθηε, δειαδή ηα ζηνηρεία 𝜶𝟏𝟏, 𝜶𝟐𝟐, 𝜶𝟑𝟑, απνηεινχλ ηελ θύξηα δηαγώλην ηνπ 

πίλαθα, ελψ ηα ζηνηρεία 𝜶𝟑𝟏, 𝜶𝟐𝟐, 𝜶𝟏𝟑 απνηεινχλ ηε δεπηεξεύνπζα δηαγώλην ηνπ 

πίλαθα. 

Σε γεληθή κνξθή γηα νπνηνλδήπνηε ηεηξαγσληθφ πίλαθα  

𝛢 =  

𝜶𝟏𝟏 𝛼12

𝛼21 𝜶𝟐𝟐
⋯

𝛼1𝑛

𝛼2𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑛1 𝛼𝑛2 ⋯ 𝜶𝒏𝒏

  

ηζρχεη φηη ηα ζηνηρεία ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ είλαη ηα ζηνηρεία 𝜶𝟏𝟏, 𝜶𝟐𝟐, … , 𝜶𝒏𝒏, ελψ 

ηα ζηνηρεία ηεο δεπηεξεχνπζαο δηαγσλίνπ είλαη ηα ζηνηρεία 𝜶𝒏𝟏, 𝜶𝒏−𝟏,𝟐, … , 𝜶𝟏𝒏. 

0 

2.2.4    Ϊνω/Κάτω Σριγωνικόσ Πίνακασ 

Ο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία θάησ απφ ηελ θχξηα δηαγψλην είλαη 0 

νλνκάδεηαη άλσ ηξηγσληθόο πίλαθαο, κε γεληθή κνξθή: 

𝜜 =

 
 
 
 
 
𝜶𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐 𝜶𝟏𝟑 … 𝜶𝟏𝒏

𝟎 𝜶𝟐𝟐 𝜶𝟐𝟑 … 𝜶𝟐𝒏

𝟎
⋮
𝟎

𝟎
⋮
𝟎

𝜶𝟑𝟑

⋮
𝟎

… 𝜶𝟑𝒏

⋱
…

⋮
𝜶𝒏𝒏 

 
 
 
 

. 

Ο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία πάλσ απφ ηελ θχξηα δηαγψλην είλαη 0 

νλνκάδεηαη θάησ ηξηγσληθόο πίλαθαο, κε γεληθή κνξθή: 
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𝜜 =

 
 
 
 
 
𝜶𝟏𝟏 𝟎
𝜶𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐

𝟎
𝟎

… 𝟎
… 𝟎

𝜶𝟑𝟏 𝜶𝟑𝟐 𝜶𝟑𝟑 … 𝟎
⋮

𝜶𝒏𝟏

⋮
𝜶𝒏𝟐

⋮
𝜶𝒏𝟑

⋱
…

⋮
𝜶𝒏𝒏 

 
 
 
 

. 

 

Παράδειγμα 5: 

Ο πίλαθαο Α είλαη άλσ ηξηγσληθφο γηαηί φια ηα ζηνηρεία ηνπ πνπ βξίζθνληαη θάησ 

απφ ηελ θχξηα δηαγψλην είλαη κεδέλ. 

𝛢 =  

5 3
0 2

8 6
5 2

0 0
0 0

1 9
0 7

 . 

 

Παράδειγμα 6: 

Ο πίλαθαο Β είλαη θάησ ηξηγσληθφο γηαηί φια ηα ζηνηρεία ηνπ πνπ βξίζθνληαη πάλσ 

απφ ηελ θχξηα δηαγψλην είλαη κεδέλ. 

𝛣 =  

2 0
6 8

0 0
0 0

  7 12
  4 1

5 0
9 3

  . 

 

2.2.5   Διαγώνιοσ Πίνακασ 

Ο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο ηνπ νπνίνπ φια ηα ζηνηρεία εθηφο ηεο θπξίαο δηαγσλίνπ είλαη 

0 νλνκάδεηαη δηαγώληνο πίλαθαο θαη έρεη ηε γεληθή κνξθή: 

𝜜 =

 
 
 
 
 
𝜶𝟏𝟏 𝟎
  𝟎 𝜶𝟐𝟐

𝟎
𝟎

… 𝟎
… 𝟎

 𝟎    𝟎 𝜶𝟑𝟑 … 𝟎

 
 ⋮
𝟎

    ⋮
    𝟎

⋮
𝟎

⋱
…

⋮
𝜶𝒏𝒏 

 
 
 
 

. 

Οη δηαγψληνη πίλαθεο ζεκεηψλνληαη θαη σο diag(𝜶𝟏𝟏, 𝜶𝟐𝟐, … , 𝜶𝒏𝒏). 

 

Παράδειγμα 7: 

Έζησ πίλαθαο  

𝛤 =  
5 0 0
0 3 0
0 0 8

 . 
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Ο πίλαθαο Γ είλαη δηαγψληνο γηαηί φια ηα ζηνηρεία ηνπ εθηφο ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ 

είλαη 0. 

 

2.2.6   Μοναδιαίοσ Πίνακασ 

Ο δηαγψληνο πίλαθαο γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη 𝜶𝟏𝟏 = 𝜶𝟐𝟐 = 𝜶𝟑𝟑 = ⋯ = 𝜶𝒏𝒏 = 𝟏, 

δειαδή ν πίλαθαο ηνπ νπνίνπ θάζε ζηνηρείν ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ ηζνχηαη κε 1, 

νλνκάδεηαη κνλαδηαίνο θαη ζπκβνιίδεηαη κε 𝜤𝒏. Ζ γεληθή κνξθή ελφο κνλαδηαίνπ 

πίλαθα n×n είλαη ε εμήο: 

𝜤𝒏 =  

𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

⋯
𝟎
𝟎

⋮ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 ⋯ 𝟏

 . 

 

Παράδειγμα 8: 

Έζησ κνλαδηαίνο πίλαθαο  

𝛪3 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . 

Ο πίλαθαο 𝛪3 είλαη ηεηξαγσληθφο, δηαγψληνο θαη έρεη γηα ζηνηρεία ηεο θπξίαο 

δηαγσλίνπ 𝛼11 = 𝛼22 = 𝛼33 = 1, γη’ απηφ θαη είλαη κνλαδηαίνο. 

 

2.2.7   Ανάςτροφοσ Πίνακασ 

Έζησ έλαο πίλαθαο Α δηαζηάζεσλ m×n. Ο αλάζηξνθνο πίλαθαο ηνπ Α είλαη ν Β, ν 

νπνίνο ζα έρεη δηαζηάζεηο n×m θαη γηα ηνπ νπνίνπ ηα i-j ζηνηρεία ζα ηζρχεη: 

𝜷𝒊𝒋 = 𝜶𝒋𝒊  , 

φπνπ 𝒊 = 1, 2, 3, … , 𝒏, 𝒋 = 1, 2, 3, … , 𝒎. 

Ο αλάζηξνθνο ηνπ Α ζπκβνιίδεηαη κε 𝜜𝜯 θαη νπζηαζηηθά πξνθχπηεη κε ελαιιαγή ησλ 

γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ ηνπ. Ηζρχεη φηη (𝜜𝜯)𝜯 = 𝜜, δειαδή απφ ηνλ αλάζηξνθν 

πίλαθα ηνπ 𝛢𝛵  πξνθχπηεη πάιη ν Α. 

 

Παράδειγμα 9: 

 Έζησ έλαο πίλαθαο Α δηαζηάζεσλ 2×3. 

𝐴 =  
𝛼11 𝛼12 𝛼13

𝛼21 𝛼22 𝛼23
 =  

2 8 5
3 6 7

 . 
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Γηα λα βξεζεί ν αλάζηξνθνο ηνπ Α, δειαδή ν 𝛢𝛵  πξέπεη λα κεηαθέξνπκε ηα ζηνηρεία 

ηεο πξψηεο γξακκήο ζηελ πξψηε ζηήιε θαη ηα ζηνηρεία ηεο δεχηεξεο γξακκήο ζηε 

δεχηεξε ζηήιε. Ο πίλαθαο πνπ ζα πξνθχςεη ζα είλαη δηαζηάζεσλ 3×2. Έρνπκε 

ινηπφλ: 

𝛢𝛵 = 𝛣 =  

𝛽11 𝛽12

𝛽21 𝛽22

𝛽31 𝛽32

 =  

𝛼11 𝛼21

𝛼12 𝛼22

𝛼13 𝛼23

 =  
2 3
8 6
5 7

 . 

 

2.2.8   υμμετρικόσ Πίνακασ 

Ο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο ν νπνίνο ηζνχηαη κε ηνλ αλάζηξνθν ηνπ νλνκάδεηαη 

ζπκκεηξηθόο πίλαθαο. Σηνπο ζπκκεηξηθνχο πίλαθεο γεληθά ηζρχεη φηη 𝜜 = 𝜜𝜯 θαη 

𝜶𝒊𝒋 = 𝜶𝒋𝒊 γηα θάζε i, j, δειαδή ηα ζηνηρεία πνπ είλαη ζε ζπκκεηξηθέο ζέζεηο σο πξνο 

ηελ θχξηα δηαγψλην είλαη ίζα (𝜶𝟏𝟐 = 𝜶𝟐𝟏,  𝜶𝟏𝟑 = 𝜶𝟑𝟏, 𝜶𝟏𝒏 = 𝒂𝒏𝟏, 𝒂𝟐𝟑 =

𝒂𝟑𝟐, … , 𝒂𝟐𝒏 = 𝒂𝒏𝟐, 𝒂𝒏−𝟏,𝒏 = 𝒂𝒏,𝒏−𝟏). 

 

Παράδειγμα 10: 

 Έλα ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ζπκκεηξηθνχ πίλαθα είλαη ην παξαθάησ: 

𝛢 =  

3 1
1 5

8 7
9 4

8 9
7 4

2 0
0 3

 . 

Αλ παξαηεξήζνπκε ηνλ πίλαθα Α σο πξνο ηε ζπκκεηξία ηνπ, ζα δνχκε φηη ε θχξηα 

δηαγψληνο ιεηηνπξγεί σο θαζξέθηεο γηα ηα ππφινηπα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα. Πξάγκαηη 

παξαηεξνχκε φηη 𝛼12 = 𝛼21 = 1, 𝛼13 = 𝛼31 = 8, 𝛼23 = 𝛼32 = 9, 𝛼34 = 𝛼43 =

0, 𝛼24 = 𝛼42 = 4. 

 

2.2.9   Τποπίνακασ 

Πνιιέο θνξέο ζηνπο ππνινγηζκνχο καο ρξεηάδεηαη λα ρσξίζνπκε έλαλ πίλαθα κε 

θαηαθφξπθεο θαη νξηδφληηεο γξακκέο κεηαμχ ησλ γξακκψλ ηνπ θαη ησλ ζηειψλ ηνπ. 

Κάζε ηέηνην ηκήκα ηνπ πίλαθα νλνκάδεηαη ππνπίλαθαο. 

 

 Παράδειγμα 11: 

Αλ 

𝛢 =  

𝛼11 𝛼12 𝛼13 𝛼14

𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24

𝛼31 𝛼32 𝛼33 𝛼34

 , 
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ηφηε ν δηακεξηζκέλνο πίλαθαο Α ζα είλαη: 

𝛢 =  
𝛢1 𝛢3 𝛢5

𝛢2 𝛢4 𝛢6
 , 

φπνπ νη ππνπίλαθεο ηνπ Α ζα είλαη: 

𝛢1 =  
𝛼11

𝛼21
 , 

𝛢2 =  𝛼31 , 

𝛢3 =  
𝛼12 𝛼13

𝛼22 𝛼23
 , 

𝛢4 =  𝛼32 𝛼33 , 

𝛢5 =  
𝛼14

𝛼24
 , 

𝛢6 =  𝛼34 . 

 

2.3  Πράξεισ Πινάκων 
 

 Ζ αξηζκεηηθή ησλ πηλάθσλ πεξηνξίδεηαη ζηηο πξάμεηο αζξνίζκαηνο 

(πξφζζεζε) πηλάθσλ, δηαθνξάο (αθαίξεζε) πηλάθσλ, γηλνκέλνπ αξηζκνχ επί πίλαθα 

θαη γηλνκέλνπ (πνιιαπιαζηαζκφο) πηλάθσλ. 

 

2.3.1   Πρόςθεςη Πινάκων 

 Αλ 𝜜 = [𝜶𝒊𝒋] θαη 𝜝 = [𝜷𝒊𝒋] είλαη πίλαθεο ηχπνπ m×n, ηφηε ην άζξνηζκα ησλ 

Α θαη Β είλαη έλαο πίλαθαο 𝜞 = [𝜸𝒊𝒋] πνπ νξίδεηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ 

ησλ πηλάθσλ Α θαη Β πνπ βξίζθνληαη ζηηο αληίζηνηρεο ζέζεηο: 

𝜜 + 𝜝 = 𝜞 ⇔ 𝜶𝒊𝒋 + 𝜷𝒊𝒋 = 𝜸𝒊𝒋, 

δειαδή ν δείθηεο γξακκήο θάζε πίλαθα είλαη απφ 1 έσο θαη m θαη ν δείθηεο ζηήιεο 

θάζε πίλαθα είλαη απφ 1 έσο θαη n, κε i, j, m, n ∈ ℕ (θπζηθνί αξηζκνί). 

Βαζηθή πξνυπφζεζε ζηελ πξόζζεζε πηλάθσλ είλαη νη πίλαθεο λα είλαη ίδηνπ ηύπνπ. 

Αλαιπηηθφηεξα, ε πξφζζεζε δχν m×n  πηλάθσλ γίλεηαη σο εμήο: 

𝜜 + 𝜝 = 𝜞 ⇔ 𝜶𝒊𝒋 + 𝜷𝒊𝒋 = 𝜸𝒊𝒋 ⇔ 
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𝜶𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐

𝜶𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐
⋯

𝜶𝟏𝒏

𝜶𝟐𝒏

⋮ ⋱ ⋮
𝜶𝒎𝟏 𝜶𝒎𝟐 ⋯ 𝜶𝒎𝒏

 +  

𝜷𝟏𝟏 𝜷𝟏𝟐

𝜷𝟐𝟏 𝜷𝟐𝟐
⋯

𝜷𝟏𝒏

𝜷𝟐𝒏

⋮ ⋱ ⋮
𝜷𝒎𝟏 𝜷𝒎𝟐 ⋯ 𝜷𝒎𝒏

  

=  

𝜶𝟏𝟏 + 𝜷𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐 + 𝜷𝟏𝟐

𝜶𝟐𝟏 + 𝜷𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐 + 𝜷𝟐𝟐
⋯

𝜶𝟏𝒏 + 𝜷𝟏𝒏

𝜶𝟐𝒏 + 𝜷𝟐𝒏

⋮ ⋱ ⋮
𝜶𝒎𝟏 + 𝜷𝒎𝟏 𝜶𝒎𝟐 + 𝜷𝒎𝟐 ⋯ 𝜶𝒎𝒏 + 𝜷𝒎𝒏

 =  

𝜸𝟏𝟏 𝜸𝟏𝟐

𝜸𝟐𝟏 𝜸𝟐𝟐
⋯

𝜸𝟏𝒏

𝜸𝟐𝒏

⋮ ⋱ ⋮
𝜸𝒎𝟏 𝜸𝒎𝟐 ⋯ 𝜸𝒎𝒏

 . 

Σχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ, πίλαθεο δηαθνξεηηθνχ ηχπνπ δελ κπνξνχλ λα πξνζηεζνχλ. 

Γηα παξάδεηγκα, ν πίλαθαο  
1 −4
2    3

  πνπ είλαη ηχπνπ 2×2 δελ κπνξεί λα πξνζηεζεί κε 

ηνλ πίλαθα  
   1   9 −5
−5 −1    3
    4    2    4

   πνπ είλαη ηχπνπ 3×3 γηαηί έρνπλ δηαθνξεηηθέο 

δηαζηάζεηο. 

 

Παράδειγμα 12: 

Γηα ηνπο πίλαθεο 

𝛢 =  
5 3 7
2 6 3
1 8 2

  θαη 𝛣 =  
5 2 3
6 3 9
5 4 2

 , 

ην άζξνηζκα ζα είλαη: 

𝛢 + 𝛣 =  
5 + 5 3 + 2 7 + 3
2 + 6 6 + 3 3 + 9
1 + 5 8 + 4 2 + 2

 =  
10 5 10
8 9 12
6 12 4

 . 

 

Σηελ πξφζζεζε πηλάθσλ ηζρχνπλ νη εμήο ηδηφηεηεο: 

 𝜜 − 𝜝 = 𝜜 + (−𝟏) ⋅ 𝜝 

 𝜜 + 𝜝 = 𝜝 + 𝜜   (αληηκεηαζεηηθή ηδηφηεηα) 

 𝜜 +  𝜝 + 𝜞 =  𝜜 + 𝜝 + 𝜞   (πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα) 

 𝜜 + 𝜪 = 𝜜   (πξόζζεζε κεδεληθνύ πίλαθα), φπνπ κε Ο ζπκβνιίδνπκε ην 

κεδεληθφ πίλαθα (φια ηα ζηνηρεία ηνπ Ο είλαη 0) 

 𝜜 +  −𝜜 =  −𝜜 + 𝜜 = 𝜪 
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2.3.2   Διαφορά  Πινάκων  

Ζ δηαθνξά ή αιιηψο ε αθαίξεζε κεηαμχ δχν πηλάθσλ γίλεηαη φπσο αθξηβψο θαη ε 

δηαδηθαζία πξφζζεζεο πηλάθσλ. Με ηε δηαθνξά φηη ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε δελ 

πξνζζέηνπκε ηα νκνζέζηα ζηνηρεία ησλ πηλάθσλ αιιά ηα αθαηξνύκε. 

 

Παράδειγμα 13: 

Γηα ηνπο πίλαθεο 

𝛢 =  
2 6 2
5 2 4
3 1 5

  θαη 𝛣 =  
1 4 0
5 3 2
4 0 3

 , 

ε δηαθνξά ηνπο ζα είλαη: 

𝛢 − 𝛣 =  
2 6 2
5 2 4
3 1 5

 −  
1 4 0
5 3 2
4 0 3

 =  
2 − 1 6 − 4 2 − 0
5 − 5 2 − 3 4 − 2
3 − 4 1 − 0 5 − 3

 =

 
   1    2 2
   0 −1 2
−1     1 2

 . 

 

2.3.3   Γινόμενο αριθμού επί πίνακα 

Αλ 

𝛢 =  

𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22
⋯

𝛼1𝑛

𝛼2𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑚1 𝛼𝑚2 ⋯ 𝛼𝑚𝑛

  

θαη k είλαη έλαο αξηζκφο, ηφηε ην γηλόκελν πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ 

ηνπο ζα είλαη: 

𝒌 ∙ 𝑨 =  

𝒌𝜶𝟏𝟏 𝒌𝜶𝟏𝟐

𝒌𝜶𝟐𝟏 𝒌𝜶𝟐𝟐
⋯

𝒌𝜶𝟏𝒏

𝒌𝜶𝟐𝒏

⋮ ⋱ ⋮
𝒌𝜶𝒎𝟏 𝒌𝜶𝒎𝟐 ⋯ 𝒌𝜶𝒎𝒏

 . 

Όπσο ζπκπεξαίλνπκε, ην γηλφκελν αξηζκνχ επί πίλαθα έρεη ζαλ απνηέιεζκα θάζε 

ζηνηρείν ηνπ πίλαθα Α πνιιαπιαζηαζκέλν επί ηνλ αξηζκφ k. 

 

Παράδειγμα 14: 

Έζησ πίλαθαο 
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𝛢 =  
5 2
4 8

 . 

Απφ ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 3𝛢 πξνθχπηεη: 

3𝛢 = 3 ∙  
5 2
4 8

 =  
3 ∙ 5 3 ∙ 2
3 ∙ 4 3 ∙ 8

 =  
15 6
12 24

 . 

 

Σην γηλφκελν αξηζκνχ επί πίλαθα ηζρχεη ε επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα: 

 𝒌 ⋅  𝜜 + 𝜝 = 𝒌 ⋅ 𝑨 + 𝒌 ⋅ 𝑩, κε 𝑘 ∈ ℝ 

  𝒌 + 𝝀 ⋅ 𝜜 = 𝒌 ⋅ 𝜜 + 𝝀 ⋅ 𝜜, κε 𝑘, 𝜆 ∈ ℝ 

 

2.3.4   Γινόμενο Πινάκων 

Αλ ν πίλαθαο 𝜜 = [𝜶𝒊𝒋] είλαη ηχπνπ m×n θαη ν πίλαθαο 𝜝 = [𝜷𝒊𝒋] είλαη ηχπνπ n×s, 

ηφηε νξίδεηαη σο γηλόκελν Α·Β ν πίλαθαο 𝜞 = [𝜸𝒊𝒋] ηχπνπ m×s πνπ πξνθχπηεη απφ ην 

γηλφκελν ησλ ζηνηρείσλ ηεο i-γξακκήο ηνπ Α επί ηα ζηνηρεία ηεο  j-ζηήιεο ηνπ Β, 

φπνπ i, j, m, n, s ∈ ℕ (θπζηθνί αξηζκνί). 

Βαζηθή πξνυπφζεζε πνιιαπιαζηαζκνχ δχν πηλάθσλ είλαη ην πιήζνο ησλ ζηειψλ ηνπ 

πξψηνπ πίλαθα λα ηαπηίδεηαη κε ην πιήζνο ησλ γξακκψλ ηνπ δεχηεξνπ πίλαθα. Ο 

πίλαθαο πνπ ζα πξνθχςεη ζα είλαη ζε δηάζηαζε ην πιήζνο ησλ γξακκψλ ηνπ πξψηνπ 

πίλαθα επί ην πιήζνο ησλ ζηειψλ ηνπ δεχηεξνπ πίλαθα. Γειαδή αλ ν Α είλαη ηχπνπ 

m×n θαη ν Β είλαη ηχπνπ n×s, εθφζνλ ν Α έρεη n-πιήζνο ζηειψλ θαη ν Β έρεη n-

πιήζνο γξακκψλ, είλαη εθηθηφο ν πνιιαπιαζηαζκφο Α·Β θαη έηζη ν πίλαθαο Γ πνπ ζα 

πξνθχςεη ζα είλαη ηχπνπ m×s. 

Αλαιπηηθφηεξα, ν πνιιαπιαζηαζκφο κεηαμχ ελφο m×n πίλαθα Α θη ελφο n×s πίλαθα 

Β ζα έρεη σο εμήο: 

𝜜 ∙ 𝜝 = 𝜞 ⇔ 

 

𝜶𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐

𝜶𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐
⋯

𝜶𝟏𝒏

𝜶𝟐𝒏

⋮ ⋱ ⋮
𝜶𝒎𝟏 𝜶𝒎𝟐 ⋯ 𝜶𝒎𝒏

 ∙  

𝜷𝟏𝟏 𝜷𝟏𝟐

𝜷𝟐𝟏 𝜷𝟐𝟐
⋯

𝜷𝟏𝒔

𝜷𝟐𝒔

⋮ ⋱ ⋮
𝜷𝒏𝟏 𝜷𝒏𝟐 ⋯ 𝜷𝒏𝒔

 = 

=  

𝜸𝟏𝟏 𝜸𝟏𝟐

𝜸𝟐𝟏 𝜸𝟐𝟐
⋯

𝜸𝟏𝒔

𝜸𝟐𝒔

⋮ ⋱ ⋮
𝜸𝒎𝟏 𝜸𝒎𝟐 ⋯ 𝜸𝒎𝒔

 , 

φπνπ  𝜞 =  𝜸𝒊𝒋  m×s πίλαθαο κε  
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𝜸𝒊𝒋 =  𝜶𝒊𝟏 … 𝜶𝒊𝒏  

𝜷𝟏𝒋

⋮
𝜷𝒏𝒋

 = 𝜶𝒊𝟏𝜷𝟏𝒋 + ⋯ + 𝜶𝒊𝒏𝜷𝒏𝒋, 

𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒎, 𝟏 ≤ 𝒋 ≤ 𝒔. 

 

Παράδειγμα 15: 

Έζησ νη πίλαθεο  

Α= 

𝛼11 𝛼12 𝛼13

𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

  θαη Β= 

𝛽11 𝛽12

𝛽21 𝛽22

𝛽31 𝛽32

 . 

Παξαηεξνχκε φηη ν πίλαθαο Α είλαη ηχπνπ 3×3 θαη ν πίλαθαο Β είλαη ηχπνπ 3×2. 

Δθφζνλ ην πιήζνο ησλ ζηειψλ ηνπ Α είλαη ίζν κε ην πιήζνο ησλ γξακκψλ ηνπ Β, ν 

πνιιαπιαζηαζκφο ηνπ Α επί ηνλ Β είλαη εθηθηφο θαη έρεη σο απνηέιεζκα πίλαθα 

ηχπνπ 3×2. 

𝛢 ∙ 𝛣 =  

𝛼11 ∙ 𝛽11 + 𝛼12 ∙ 𝛽21 + 𝛼13 ∙ 𝛽31 𝛼11 ∙ 𝛽12 + 𝛼12 ∙ 𝛽22 + 𝛼13 ∙ 𝛽32

𝛼21 ∙ 𝛽11 + 𝛼22 ∙ 𝛽21 + 𝛼23 ∙ 𝛽31 𝛼21 ∙ 𝛽12 + 𝛼22 ∙ 𝛽22 + 𝛼23 ∙ 𝛽32

𝛼31 ∙ 𝛽11 + 𝛼32 ∙ 𝛽21 + 𝛼33 ∙ 𝛽31 𝛼31 ∙ 𝛽12 + 𝛼32 ∙ 𝛽22 + 𝛼33 ∙ 𝛽32

 . 

 

Παράδειγμα 16: 

Γίλνληαη νη πίλαθεο 

𝛢 =  
7 5
3 4
1 9

  θαη 𝐵 =  
1 2 3
0 4 1

 . 

Ο πίλαθαο Α είλαη ηχπνπ 3×2 θαη ν πίλαθαο Β είλαη ηχπνπ 2×3, άξα ν πίλαθαο Α∙Β ζα 

είλαη ηχπνπ 3×3 θαη ζα είλαη ν εμήο: 

𝛢 ∙ 𝛣 =  

 7 ∙ 1 + (5 ∙ 0)  7 ∙ 2 + (5 ∙ 4)  7 ∙ 3 + (5 ∙ 1)
 3 ∙ 1 + (4 ∙ 0)  3 ∙ 2 + (4 ∙ 4)  3 ∙ 3 + (4 ∙ 1)
 1 ∙ 1 + (9 ∙ 0)  1 ∙ 2 + (9 ∙ 4)  1 ∙ 3 + (9 ∙ 1)

 =

 
7 14 + 20 21 + 5
3 6 + 16 9 + 4
1 2 + 36 3 + 9

 =  
7 34 26
3 22 13
1 38 12

 . 
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Σηνλ πνιιαπιαζηαζκφ πηλάθσλ ηζρχνπλ νη εμήο ηδηφηεηεο: 

 𝜜 ∙ 𝜝 ≠ 𝜝 ∙ 𝜜 (δελ ηζρχεη ε αληηκεηαζεηηθή ηδηφηεηα). Αλ φκσο νη πίλαθεο 

είλαη ηεηξαγσληθνί (ηχπνπ n×n) θαη ηζρχεη ε ηζφηεηα 𝛢 ∙ 𝛣 = 𝛣 ∙ 𝛢, νη πίλαθεο 

νλνκάδνληαη αληηκεηαζεηηθνί. 

 𝜤𝒏 ∙ 𝑨 = 𝑨 ∙ 𝑰𝒏, γηα θάζε πίλαθα Α ηχπνπ n×n. 

 𝜜 ⋅  𝜝 ⋅ 𝜞 = (𝜜 ⋅ 𝜝) ⋅ 𝜞 (πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα)    

 𝜜 ⋅ (𝜝 ± 𝜞) = 𝜜 ⋅ 𝜝 ± 𝜜 ⋅ 𝜞 (επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα απφ ηα αξηζηεξά) 

 (𝜜 ± 𝜝) ⋅ 𝜞 = 𝜜 ⋅ 𝜞 ± 𝜝 ⋅ 𝜞  (επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα απφ δεμηά) 

 𝝀 ⋅ (𝜜 ⋅ 𝜝) = (𝝀 ⋅ 𝜜) ⋅ 𝜝 = 𝜜 ⋅ (𝝀 ⋅ 𝜝) (βαζκσηόο πνιιαπιαζηαζκόο), 

κε λ ∈ ℝ  

 (𝜜 ∙ 𝜝)𝜯 = 𝜝𝜯 ∙ 𝜜𝜯 

 

Παράδειγμα 17: 

Ο πνιιαπιαζηαζκφο ηνπ κνλαδηαίνπ πίλαθα κε έλαλ πίλαθα Α έρεη σο απνηέιεζκα 

ηνλ πίλαθα Α. 

Έζησ  𝛪3 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  θαη πίλαθαο  𝛢 =  
2 3 −1
5 −6 7
1 10 3

 . 

Τφηε, ν ππνινγηζκφο ηνπ 𝛪3 ∙ 𝛢 καο δίλεη σο απνηέιεζκα ηνλ πίλαθα Α. Πξάγκαηη, 

επαιεζεχνπκε φηη: 

𝛪3 ∙ 𝛢 =  
1 ∙ 2 + 0 ∙ 5 + 0 ∙ 1 1 ∙ 3 + 0 ∙  −6 + 0 ∙ 10 1 ∙  −1 + 0 ∙ 7 + 0 ∙ 3
0 ∙ 2 + 1 ∙ 5 + 0 ∙ 1 0 ∙ 3 + 1 ∙  −6 + 0 ∙ 10 0 ∙  −1 + 1 ∙ 7 + 0 ∙ 3
0 ∙ 2 + 0 ∙ 5 + 1 ∙ 1 0 ∙ 3 + 0 ∙  −6 + 1 ∙ 10 0 ∙  −1 + 0 ∙ 7 + 1 ∙ 3

 =

 
2 3 −1
5 −6 7
1 10 3

 = 𝛢. 

 

 είλαη δπλαηόλ 𝜜 ∙ 𝜝 = 𝜪, όηαλ 𝜜 ≠ 𝜪 θαη 𝜝 ≠ 𝜪 

Ζ ηδηφηεηα απηή επαιεζεχεηαη ζην παξαθάησ παξάδεηγκα. 

 

Παράδειγμα 18: 

Έζησ πίλαθεο 

𝛢 =  
1 3

−2 −6
 ≠ 𝛰 θαη 𝛣 =  

−3 1

1 −
1

3

 ≠ 𝛰. 
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Τφηε, ην γηλφκελν 𝛢 ∙ 𝛣 ζα έρεη σο εμήο: 

𝛢 ∙ 𝛣 =  
1 ∙  −3 + 3 ∙ 1 1 ∙ 1 + 3 ∙  −

1

3
 

 −2 ∙  −3 + (−6) ∙ 1  −2 ∙ 1 +  −6 ∙  −
1

3
 
 =  

0 0
0 0

 = 𝛰. 

Πξάγκαηη, είλαη δπλαηφλ ην γηλφκελν δχν κε κεδεληθψλ πηλάθσλ λα έρεη σο 

απνηέιεζκα ηνλ κεδεληθφ πίλαθα. 

 

2.3.5   Δυνάμεισ Πίνακα 

Γηα θάζε ηεηξαγσληθφ πίλαθα Α θαη γηα θάζε θπζηθφ αξηζκφ ξ ∈ ℕ ν πίλαθαο 𝛢𝜌  είλαη 

ίζνο κε: 

𝜜𝝆 = 𝜜 ∙ 𝜜 … ∙ 𝜜 

(ξ-θνξέο πνιιαπιαζηαζκφο ηνπ Α) 

Ο παξαπάλσ πίλαθαο 𝜜𝝆 νλνκάδεηαη ξ-νζηή δύλακε ηνπ Α. 

Όπσο εχθνια κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε, ζηηο δπλάκεηο πίλαθα ηζρχνπλ νη 

παξαθάησ ηδηφηεηεο: 

 𝛢0 = 𝛪𝑛  

 𝛢1 = 𝛢  

γηα ξ, ζ ∈ ℕ ηζρχεη: 

 𝛢𝜌𝛢𝜎 = 𝛢𝜌+𝜎    (θνηλή βάζε) 

 (𝛢𝜌)𝜎 = 𝛢𝜌𝜎     (ύςσζε ζε δύν δπλάκεηο) 

 (𝑘𝐴)𝜌 = 𝑘𝜌𝛢𝜌   (δύλακε ζε γηλόκελν αξηζκνύ κε πίλαθα) 

 (𝛢 ∙ 𝛣)𝜌 = 𝛣𝜌 ∙ 𝛢𝜌  , φηαλ 𝛢 ∙ 𝛣 = 𝛣 ∙ 𝛢 

 

2.4   Ορίζουςεσ και αντίςτροφοι πίνακεσ 
 

Σηελ ελφηεηα απηή ζα αζρνιεζνχκε κε ην ηη είλαη ε νξίδνπζα ελφο ηεηξαγσληθνχ 

πίλαθα θαη πψο ππνινγίδεηαη αιιά θαη πνηεο είλαη νη βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ 

νξηδνπζψλ. Αθφκα, ζα αζρνιεζνχκε κε ηνλ αληίζηξνθν ελφο πίλαθα θαη ην πψο 

κπνξνχκε λα ηνλ βξνχκε κε ρξήζε νξηδνπζψλ. 

 

2.4.1   Ορίζουςα 

Οξίδνπζα έρνπλ κφλν νη ηεηξαγσληθνί πίλαθεο (ηχπνπ n×n). 
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Έζησ έλαο πίλαθαο Α ηχπνπ 2×2:  

𝐴 =  
𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22
 . 

Τφηε νξίδνπκε σο νξίδνπζα ηνπ Α ηε δηαθνξά ηνπ γηλνκέλνπ ησλ ζηνηρείσλ ηεο 

θχξηαο δηαγσλίνπ πιελ ην γηλφκελν ησλ ζηνηρείσλ ηεο δεπηεξεχνπζαο δηαγσλίνπ θαη 

ηε ζπκβνιίδνπκε det(A) ή  𝜜 . Γειαδή, 

𝐝𝐞𝐭 𝑨 = 𝐝𝐞𝐭   
𝜶𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐

𝜶𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐
  = (𝜶𝟏𝟏 ∙ 𝜶𝟐𝟐 − 𝜶𝟏𝟐 ⋅ 𝜶𝟐𝟏). 

 

Παράδειγμα 19: 

Έζησ πίλαθαο Α ηχπνπ 2×2 

𝛢 =  
12 2
3 6

 . 

Τφηε ε νξίδνπζα ηνπ Α ζα είλαη: 

det 𝐴 = det   
12 2
3 6

  =  12 ∙ 6 −  3 ∙ 2 = 72 − 6 = 66. 

Έζησ έλαο πίλαθαο Α ηχπνπ 3×3 

𝐴 =  

𝛼11 𝛼12 𝛼13

𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

 . 

Ζ νξίδνπζα ηνπ Α ππνινγίδεηαη κε ηνλ εμήο ηξφπν: 

det 𝐴 = det   

𝛼11 𝛼12 𝛼13

𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

  = 

𝛼11 ∙ det   
𝛼22 𝛼23

𝛼32 𝛼33
  − 𝛼12 ∙ det   

𝛼21 𝛼23

𝛼31 𝛼33
  + 𝛼13 ∙ det   

𝛼21 𝛼22

𝛼31 𝛼32
  = 

𝛼11 ∙  𝛼22 ∙ 𝛼33 − 𝛼32 ∙ 𝛼23 − 𝛼12 ∙  𝛼21 ∙ 𝛼33 − 𝛼31 ∙ 𝛼23 + 

+𝛼13 ∙ (𝛼21 ∙ 𝛼32 − 𝛼31 ∙ 𝛼22). 

φπνπ: 

𝛢11 = det   
𝛼22 𝛼23

𝛼32 𝛼33
  , 

𝛢12 = det   
𝛼21 𝛼23

𝛼31 𝛼33
  , 

𝛢13 = det   
𝛼21 𝛼22

𝛼31 𝛼32
  . 
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Οη νξίδνπζεο 𝛢11 , 𝛢12 , 𝛢13  νλνκάδνληαη ειάζζνλεο νξίδνπζεο ηνπ πίλαθα Α. 

 

Παράδειγμα 20: 

Έζησ πίλαθαο 

𝛢 =  
16 20 15
5 3 8
2 1 6

 . 

Τφηε ε νξίδνπζα ηνπ Α ζα είλαη: 

det 𝐴 = det   
16 20 15
5 3 8
2 1 6

  = 

16 ∙ det   
3 8
1 6

  − 20 ∙ det   
5 8
2 6

  + 15 ∙ det   
5 3
2 1

  = 

16 ∙  3 ∙ 6 − 1 ∙ 8 − 20 ∙  5 ∙ 6 − 2 ∙ 8 + 15 ∙  5 ∙ 1 − 2 ∙ 3 = 

16 ∙  18 − 8 − 20 ∙  30 − 16 + 15 ∙  5 − 6 = 

 16 ∙ 10 −  20 ∙ 14 +  15 ∙  −1  = 160 − 280 − 15 = −135. 

 

Γεληθφηεξα, γηα έλαλ πίλαθα Α ηύπνπ 𝒏 × 𝒏 

𝛢 =  

𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22
⋯

𝛼1𝑛

𝛼2𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑛1 𝛼𝑛2 ⋯ 𝛼𝑛𝑛

 . 

νξίδνπκε σο νξίδνπζα: 

𝐝𝐞𝐭(𝐀) =  −𝟏 𝟏+𝟏 ⋅ 𝜶𝟏𝟏 ⋅ 𝑨𝟏𝟏 +  −𝟏 𝟏+𝟐 ⋅ 𝜶𝟏𝟐 ⋅ 𝑨𝟏𝟐 + ⋯ +  −𝟏 𝟏+𝒏 ⋅ 𝜶𝟏𝒏 ⋅ 𝑨𝟏𝒏, 

φπνπ 𝑨𝟏𝒊, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛, είλαη ε νξίδνπζα ηνπ ππνπίλαθα πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ Α 

αλ δηαγξάςνπκε ηελ πξψηε γξακκή θαη ηε i-νζηή ζηήιε. 

 

2.4.2   Τπολογιςμόσ ορίζουςασ με τον κανόνα του Sarrus 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο νξίδνπζαο ελφο πίλαθα Α ηχπνπ 3 × 3 ρξεζηκνπνηνχκε 

ελαιιαθηηθά θαη ηνλ θαλφλα ηνπ Sarrus. Με ηνλ θαλφλα απηφ, μαλαγξάθνπκε ηηο δχν 

πξψηεο ζηήιεο ηνπ πίλαθα, φπσο ζην παξαθάησ ζρήκα, θαη κεηά αζξνίδνπκε  ηα 

γηλφκελα ησλ ζηνηρείσλ ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ θαη ησλ δχν παξάιιεισλ πξνο απηήλ 

θαη αθαηξνχκε ηα γηλφκελα ησλ ζηνηρείσλ ηεο δεπηεξεχνπζαο δηαγσλίνπ θαη ησλ δχν 

παξαιιήισλ πξνο απηήλ. Γειαδή: 
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𝐝𝐞𝐭 𝑨 = 𝐝𝐞𝐭  

𝜶𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐 𝜶𝟏𝟑

𝜶𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐 𝜶𝟐𝟑

𝜶𝟑𝟏 𝜶𝟑𝟐 𝜶𝟑𝟑

  = 

 

 

𝜶𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐 𝜶𝟏𝟑

𝜶𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐 𝜶𝟐𝟑

𝜶𝟑𝟏 𝜶𝟑𝟐 𝜶𝟑𝟑

 

𝜶𝟏𝟏 𝜶𝟏𝟐

𝜶𝟐𝟏 𝜶𝟐𝟐

𝜶𝟑𝟏 𝜶𝟑𝟐

=  𝜶𝟏𝟏 ⋅ 𝜶𝟐𝟐 ⋅ 𝜶𝟑𝟑 +  𝜶𝟏𝟐 ⋅ 𝜶𝟐𝟑 ⋅ 𝜶𝟑𝟏 +  𝜶𝟏𝟑 ⋅ 𝜶𝟐𝟏 ⋅ 𝜶𝟑𝟐  

−  𝜶𝟑𝟏 ⋅ 𝜶𝟐𝟐 ⋅ 𝜶𝟏𝟑 −  𝜶𝟑𝟐 ⋅ 𝜶𝟐𝟑 ⋅ 𝜶𝟏𝟏 − (𝜶𝟑𝟑 ⋅ 𝜶𝟐𝟏 ⋅ 𝜶𝟏𝟐). 

Οπζηαζηηθά, είλαη αθξηβψο ν ίδηνο ηχπνο πνπ βξήθακε αλαιπηηθά ζηελ πξνεγνχκελε 

ελφηεηα απιά κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε απηφλ ηνλ θαλφλα γηα λα ζπκφκαζηε 

ηελ έθθξαζε. 

 

Παράδειγμα 21: 

Έζησ πίλαθαο 

𝛢 =  
2 3 4
1 5 2
6 1 3

 . 

Ο ππνινγηζκφο ηεο νξίδνπζαο  ηνπ πίλαθα Α κε ηνλ θαλφλα Sarrus έρεη σο εμήο: 

det 𝐴 =  
2 3 4
1 5 2
6 1 3

 
2 3
1 5
6 1

= 

 2 ⋅ 5 ⋅ 3 +  3 ⋅ 2 ⋅ 6 +  4 ⋅ 1 ⋅ 1 −  6 ⋅ 5 ⋅ 4 −  1 ⋅ 2 ⋅ 2 −  3 ⋅ 1 ⋅ 3 = 

 30 + 36 + 4 − 120 − 4 − 9 = −63. 

 

2.4.3   Ιδιότητεσ οριζουςών 

Παξαθάησ, αλαθέξνπκε θάπνηεο ηδηφηεηεο ησλ νξηδνπζψλ πνπ καο δηεπθνιχλνπλ 

ζηνλ ππνινγηζκφ.  

 Αλ κηα γξακκή (ή ζηήιε) ηεο νξίδνπζαο είλαη κεδεληθή, ηφηε ε νξίδνπζα είλαη 

κεδεληθή 

 Αλ αληηκεηαζέζνπκε δπν γξακκέο (ή δπν ζηήιεο) ηεο νξίδνπζαο, ηφηε  ε 

νξίδνπζα αιιάδεη πξφζεκν 

 Αλ δπν νπνηεζδήπνηε γξακκέο (ή ζηήιεο) είλαη ίζεο, ε νξίδνπζα είλαη 

κεδεληθή 

 Αλ ζε κηα γξακκή πξνζζέζνπκε έλα πνιιαπιάζην κηαο άιιεο γξακκήο ή αλ 

ζε κηα ζηήιε πξνζζέζνπκε έλα πνιιαπιάζην κηαο άιιεο ζηήιεο, ε νξίδνπζα 

δελ αιιάδεη. 

+ + + 

- - - 
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2.4.4   Ορίζουςεσ ειδικών τύπων πινάκων 

  Άλσ/Κάησ Σξηγσληθόο Πίλαθαο 

Ζ νξίδνπζα ελφο άλσ/θάησ ηξηγσληθνχ πίλαθα είλαη ίζε κε ην γηλφκελν ησλ 

ζηνηρείσλ ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ. Γειαδή, έζησ ν άλσ ηξηγσληθφο πίλαθαο 

𝛢 =

 
 
 
 
 
𝛼11 𝛼12

    0 𝛼22

𝛼13

𝛼23

… 𝛼1𝑛

… 𝛼2𝑛

0 0 𝛼33 … 𝛼3𝑛

⋮
0

⋮
0

⋮
0

⋱
…

⋮
𝛼𝑛𝑛  

 
 
 
 

, 

ε νξίδνπζά ηνπ ζα είλαη: 

det 𝐴 = 𝑑𝑒𝑡

 

 
 

𝛼11 𝛼12

    0 𝛼22

𝛼13

𝛼23

… 𝛼1𝑛

… 𝛼2𝑛

0 0 𝛼33 … 𝛼3𝑛

⋮
0

⋮
0

⋮
0

⋱
…

⋮
𝛼𝑛𝑛  

 
 

= 

= 𝛼11 ⋅ 𝑑𝑒𝑡  

𝛼22 𝛼23

0 𝛼33

… 𝛼2𝑛

… 𝛼3𝑛

⋮    ⋮
0    0

⋱ ⋮
… 𝛼𝑛𝑛

 = ⋯ = 𝛼11 ⋅ 𝛼22 ⋯ 𝛼𝑛𝑛 . 

 

 Δηαγώληνο Πίλαθαο 

 Ζ νξίδνπζα ελφο δηαγψληνπ πίλαθα είλαη ίζε κε ην γηλφκελν ησλ ζηνηρείσλ ηεο 

θχξηαο δηαγσλίνπ. Γειαδή, έζησ ν δηαγψληνο πίλαθαο 

𝛢 =

 
 
 
 
 
𝛼11 0
  0 𝛼22

0
0

… 0
… 0

 0    0 𝛼33 … 0

 
 ⋮
0

    ⋮
    0

⋮
0

⋱
…

⋮
𝛼𝑛𝑛  

 
 
 
 

, 

ε νξίδνπζά ηνπ ζα είλαη: 

det 𝐴 = 𝑑𝑒𝑡

 

 
 

𝛼11 0
    0 𝛼22

0
0

… 0
… 0

0 0 𝛼33 … 0
⋮
0

⋮
0

⋮
0

⋱
…

⋮
𝛼𝑛𝑛  

 
 

= 

= 𝛼11 ⋅ 𝑑𝑒𝑡  

𝛼22 0
0 𝛼33

… 0
… 0

⋮    ⋮
0    0

⋱ ⋮
… 𝛼𝑛𝑛

 = ⋯ = 𝛼11 ⋅ 𝛼22 ⋯ 𝛼𝑛𝑛 . 
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Ο κνλαδηαίνο πίλαθαο 𝐼𝑛  είλαη έλαο δηαγψληνο πίλαθαο, άξα ε νξίδνπζά ηνπ είλαη ην 

γηλφκελν ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ, δειαδή 1. 

Ο κεδεληθφο πίλαθαο έρεη νξίδνπζα 0. 

 

2.4.5   Αντίςτροφοσ Πίνακασ 

Έζησ έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο Α. Δάλ ε νξίδνπζα ηνπ Α είλαη δηάθνξε ηνπ 

κεδελφο, ηφηε ππάξρεη πίλαθαο Α
-1

 πνπ νλνκάδεηαη αληίζηξνθνο ηνπ Α θαη πνπ 

ζπλδέεηαη κε απηφλ κε ηε ζρέζε: 

𝜜 ⋅ 𝜜−𝟏 = 𝜤𝒏. 

 

Παράδειγμα 22: 

Έζησ πίλαθαο 

𝛢 =  
2 3
6 5

 . 

Θεσξψληαο φηη ν αληίζηξνθνο ηνπ είλαη ν  

𝛢−1 =  
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

 ,  

ζα ηζρχεη: 

𝛢 ⋅ 𝛢−1 = 𝛪 ⇔  
2 3
6 5

 ⋅  
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

 =  
1 0
0 1

 ⇔  

2𝛼 + 3𝛾 = 1
2𝛽 + 3𝛿 = 0
6𝛼 + 5𝛾 = 0
6𝛽 + 5𝛿 = 1

 ⇔ 

𝛼 = −
5

8
, 𝛽 =

3

8
, 𝛾 =

3

4
, 𝛿 = −

1

4
. 

 

2.4.6   Εύρεςη Αντίςτροφου πίνακα με χρήςη ςυμπληρωματικού 

Έζησ πίλαθαο Α ηχπνπ n×n. Αλ det(A)≠0, ν Α έρεη αληίζηξνθν ν νπνίνο είλαη: 

𝜜−𝟏 =
𝟏

𝐝𝐞𝐭(𝑨)
⋅  

𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟐𝟏

𝑨𝟏𝟐 𝑨𝟐𝟐
⋯

𝑨𝒏𝟏

𝑨𝒏𝟐

⋮ ⋱ ⋮
𝑨𝟏𝒏 𝑨𝟐𝒏 ⋯ 𝑨𝒏𝒏

 =
𝟏

𝐝𝐞𝐭(𝑨)
⋅ 𝑨𝝇𝝊𝝁. 

φπνπ ν 𝑨𝝇𝝊𝝁. νλνκάδεηαη ζπκπιεξσκαηηθόο ηνπ Α γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη: 

 𝜜𝒊𝒋 =  −𝟏 𝒊+𝒋 ⋅  𝐝𝐞𝐭(𝑴𝒊𝒋),  
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φπνπ 𝑀𝑖𝑗  είλαη ν  ππνπίλαθαο πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ Α αλ δηαγξάςνπκε ηελ i-νζηή 

γξακκή θαη ηελ j-νζηή ζηήιε, κε  𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛. 

 

Παράδειγμα 23: 

Έζησ πίλαθαο 

𝛢 =  
1 1 1
1 1 3
2 5 8

 . 

det 𝐴 = 1 ⋅  det  
1 3
5 8

 − 1 ⋅ det  
1 3
2 8

 + 1 ⋅ det  
1 1
2 5

 

= 1 ⋅ 8 − 5 ⋅ 3 −  1 ⋅ 8 − 2 ⋅ 3 + 1 ⋅ 5 − 2 ⋅ 1

= 8 − 15 − 8 + 6 + 5 − 2 = −6 ≠ 0. 

Δθφζνλ det(A)≠ 0 ππάξρεη 𝛢−1. 

𝛢−1 =
1

det (𝐴)
⋅ 𝐴𝜎𝜐𝜇 . =

1

det (𝐴)
⋅  

𝐴11 𝐴21 𝐴31

𝐴12 𝐴22 𝐴32

𝐴13 𝐴23 𝐴33

 , 

φπνπ: 

𝛢11 = (−1)2 ⋅ det  
1 3
5 8

 = 1 ⋅ 8 − 5 ⋅ 3 = 8 − 15 = −7, 

𝛢12 = (−1)3 ⋅ det  
1 3
2 8

 =  −1  1 ⋅ 8 − 2 ⋅ 3 = − 8 − 6 = −2, 

𝛢13 = (−1)4 ⋅ det  
1 1
2 5

 = 1 ⋅ 5 − 1 ⋅ 2 = 5 − 2 = 3, 

𝛢21 = (−1)3 ⋅ det  
1 1
5 8

 =  −1  1 ⋅ 8 − 1 ⋅ 5 = −3, 

𝛢22 = (−1)4 ⋅ det  
1 1
2 8

 = 1 ⋅ 8 − 2 ⋅ 1 = 8 − 2 = 6, 

𝛢23 = (−1)5 ⋅ det  
1 1
2 5

 =  −1  1 ⋅ 5 − 2 ⋅ 1 = − 5 − 2 = −3, 

𝛢31 = (−1)4 ⋅ det  
1 1
1 3

 = 1 ⋅ 3 − 1 ⋅ 1 = 3 − 1 = 2, 

𝛢32 = (−1)5 ⋅ det  
1 1
1 3

 =  −1  1 ⋅ 3 − 1 ⋅ 1 = − 3 − 1 = −2, 

𝛢33 = (−1)6 ⋅ det  
1 1
1 1

 = 0. 

Άξα, ν αληίζηξνθνο ηνπ Α ζα είλαη: 
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𝛢−1 = −
1

6
 
−7 −3 2
−2 6 −2
3 −3 0

 =

 
 
 
 
 

7

6

1

2
−

1

3
1

3
−1

1

3

−
1

2

1

2
0  

 
 
 
 

. 

 

2.5   Διανύςματα 
 

Έλαο πίλαθαο-γξακκή ή έλαο πίλαθαο-ζηήιε απνηειεί δηάλπζκα. Έλα δηάλπζκα x ζα 

ζπκβνιίδεηαη 𝐱 . Σηελ ελφηεηα απηή ζα αζρνιεζνχκε κε ηηο λφξκεο δηαλπζκάησλ θαη 

κε ην εζσηεξηθφ γηλφκελν δηαλπζκάησλ νη νπνίεο είλαη έλλνηεο πνπ ζα καο θαλνχλ 

ρξήζηκεο ζην επφκελν θεθάιαην. 

   

2.5.1   Νόρμεσ διανυςμάτων 

Έζησ φηη  

x =  

x1

x2

⋮
x𝑛

  

είλαη έλα δηάλπζκα κε n ζηνηρεία, ηα x1, x2 , … , x𝑛 . 

Ωο λόξκα απείξνπ ηνπ δηαλχζκαηνο 𝐱  κε ζπκβνιηζκφ  𝐱  ∞  νξίδνπκε ην κέγηζην 

θαη’ απφιπηε ηηκή ζηνηρείν 𝐱𝒊 απφ ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλχζκαηνο 𝐱 , φπνπ 𝑖 =

1,2, … , 𝑛. Γειαδή: 

 𝐱  ∞ = 𝐦𝐚𝐱  𝐱𝟏 ,  𝐱𝟐 , … ,  𝐱𝒏  . 

Ωο λόξκα-2 ηνπ δηαλχζκαηνο 𝐱  κε ζπκβνιηζκφ  𝐱  𝟐 νξίδνπκε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα 

ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ απφιπησλ ηηκψλ ησλ ζηνηρείσλ 𝐱𝒊 ηνπ 

δηαλχζκαηνο 𝐱 , φπνπ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Γειαδή: 

 𝐱  𝟐 =   𝐱𝟏 𝟐 +  𝐱𝟐 𝟐 + ⋯ +  𝐱𝒏 𝟐. 

 

 Παράδειγμα 24: 

Έζησ δηάλπζκα 

x =  

2
0

−1
1

 . 
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Τφηε ε λφξκα απείξνπ ηνπ x  ζα είλαη: 

 x  ∞ = max  2 ,  0 ,  −1 ,  1  = 2. 

θαη ε λφξκα-2 ηνπ x  ζα είλαη: 

 x  2 =   2 2 +  0 2 +  −1 2 +  1 2 =  4 + 0 + 1 + 1 =  6. 

Έλα δηάλπζκα φηαλ δηαηξεζεί κε ηε λφξκα ηνπ ιέγεηαη θαλνληθνπνηεκέλν θαη ε 

δηαίξεζε ελφο δηαλχζκαηνο κε ηε λφξκα ηνπ ιέγεηαη θαλνληθνπνίεζε. 

 

2.5.2   Εςωτερικό γινόμενο διανυςμάτων 

Έζησ δχν δηαλχζκαηα 

x =  

x1

x2

⋮
x𝑛

 , y =  

y1

y2

⋮
y𝑛

 , 

κε x1, x2, … , x𝑛  ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλχζκαηνο x  θαη y1, y2, … , y𝑛  ηα ζηνηρεία ηνπ 

δηαλχζκαηνο y . 

Οξίδνπκε σο εζσηεξηθό γηλόκελν ησλ δηαλπζκάησλ 𝐱  , 𝐲  ην άζξνηζκα ησλ γηλνκέλσλ 

ησλ ζηνηρείσλ ησλ δχν δηαλπζκάησλ πνπ έρνπλ ίδην δείθηε 𝒊 θαη ην ζπκβνιίδνπκε 

 𝐱  , 𝐲  , φπνπ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Έηζη, έρνπκε: 

 𝐱  , 𝐲  = 𝐱𝟏 ⋅ 𝐲𝟏 + 𝐱𝟐 ⋅ 𝐲𝟐 + ⋯ + 𝐱𝒏 ⋅ 𝐲𝒏. 

Παξαηεξνχκε φηη ζην εζσηεξηθφ γηλφκελν ηζρχεη: 

 𝐱  , 𝐲  = 𝐲 𝚻 ⋅ 𝐱 =  𝐲𝟏  𝐲𝟐 ⋯ 𝐲𝒏 ⋅  

𝐱𝟏

𝐱𝟐

⋮
𝐱𝒏

 . 

 

Παράδειγμα 25: 

Έζησ ηα δηαλχζκαηα 

α =  
2
3
5
 , β =  

5
6
3
 . 

Τφηε ην εζσηεξηθφ ηνπο γηλφκελν ζα είλαη: 

 α , β  = 2 ⋅ 5 + 3 ⋅ 6 + 5 ⋅ 3 = 10 + 18 + 15 = 43. 
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2.6   Αριθμητική Ανάλυςη 
 

Ζ Άιγεβξα θαη ε Αλάιπζε κειεηνχλ πξνβιήκαηα πνπ επηιχνληαη ρξεζηκνπνηψληαο 

καζεκαηηθνχο ηχπνπο. Ζ κέζνδνο απηήο ηεο επίιπζεο νλνκάδεηαη αλαιπηηθή. Τα 

πεξηζζφηεξα πξνβιήκαηα πνπ ζπλαληψληαη ζηελ πξάμε είλαη ζπλήζσο δχζθνιν ή θαη 

αδχλαην λα επηιπζνχλ κε αλαιπηηθέο κεζφδνπο. Γηα ην ιφγν απηφ, επηιχνληαη κε 

αξηζκεηηθέο κεζφδνπο. Αξηζκεηηθή είλαη ε κέζνδνο πνπ κε κηα δηαδηθαζία 

επαλαιακβαλφκελσλ βεκάησλ, πνπ νλνκάδεηαη αιγφξηζκνο, νδεγεί ζηελ εχξεζε 

πξνζεγγηζηηθψλ ιχζεσλ. Ο θιάδνο ησλ καζεκαηηθψλ πνπ αζρνιείηαη κε επίιπζε 

πξνβιεκάησλ κε αξηζκεηηθέο κεζφδνπο νλνκάδεηαη Αξηζκεηηθή αλάιπζε.  

Ζ  Αξηζκεηηθή αλάιπζε είλαη ε κειέηε ησλ αιγνξίζκσλ νη νπνίνη ρξεζηκνπνηνχλ 

καζεκαηηθέο πξνζεγγίζεηο. Σηφρνο ηεο είλαη ε πξνζεγγηζηηθή επίιπζε. Δπεηδή ε 

εχξεζε αθξηβψλ ιχζεσλ είλαη ζπρλά αδχλαην λα επηηεπρζεί ζηελ πξάμε, ε 

αξηζκεηηθή αλάιπζε αζρνιείηαη κε ηελ απφθηεζε πξνζεγγηζηηθψλ ιχζεσλ 

δηαηεξψληαο παξάιιεια εχινγα φξηα ζρεηηθά κε ηα ζθάικαηα. Οη αλαιπηηθέο 

κέζνδνη ππνινγίδνπλ ηε ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο ζε πεπεξαζκέλν αξηζκφ βεκάησλ. 

Αληίζεηα, νη επαλαιεπηηθέο κέζνδνη δελ αλακέλεηαη λα ηειεηψζνπλ ζε νξηζκέλα 

βήκαηα. Ξεθηλψληαο απφ ηελ αξρηθή ππφζεζε πνπ απνηειεί αξρηθή πξνζέγγηζε ηεο 

ιχζεο, νη επαλαιεπηηθέο κέζνδνη  ππνινγίδνπλ δηαδνρηθέο πξνζεγγίζεηο πνπ 

ζπγθιίλνπλ πξνο ηελ αθξηβή ιχζε. Μηα δνθηκή ζχγθιηζεο πξνζδηνξίδεηαη, 

πξνθεηκέλνπ λα απνθαζηζηεί πφηε κηα ιχζε κε επηζπκεηή αθξίβεηα έρεη βξεζεί. Σηελ 

ππνινγηζηηθή άιγεβξα πηλάθσλ, νη επαλαιεπηηθέο κέζνδνη είλαη γεληθά απαξαίηεηεο 

γηα κεγάια πξνβιήκαηα. 

 

2.6.1   Οριςμόσ Αλγορίθμου 

Αιγόξηζκνο είλαη κηα πεπεξαζκέλε αθνινπζία νδεγηψλ, πνπ θαζνξίδεη πψο πξέπεη λα 

δηεμαρζεί θάπνηα ππνινγηζηηθή δηαδηθαζία. 

Καηά ηελ επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο ζε κηα ππνινγηζηηθή δηαδηθαζία, ζεσξνχκε σο 

είζνδν ηα αξηζκεηηθά δεδνκέλα θαη σο έμνδν ηα απνηειέζκαηα. Μεηαμχ εηζφδνπ θαη 

εμφδνπ κηαο ππνινγηζηηθήο δηαδηθαζίαο κεζνιαβεί ν αιγόξηζκνο, θαηά ηνλ νπνίν 

εθηειείηαη θαηά βήκα κηα ππνινγηζηηθή κέζνδνο, ψζηε λα νδεγεζνχκε ζηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 

Ζ αληηκεηψπηζε ελφο πξνβιήκαηνο θαίλεηαη ζην παξαθάησ δηάγξακκα ξνήο: 

 

 

 

Αιγφξηζκνο Πιεξνθνξίεο 

Δηζφδνπ 

Πιεξνθνξίεο 

Δμφδνπ 
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2.6.2   φάλματα & Επαναληπτικέσ Μέθοδοι 

Αξηζκεηηθή είλαη ε κέζνδνο πνπ κε κηα δηαδηθαζία επαλαιακβαλφκελσλ βεκάησλ 

νδεγεί ζηελ εχξεζε πξνζεγγηζηηθψλ ιχζεσλ ελφο πξνβιήκαηνο. Οη πξνζεγγηζηηθέο 

ιχζεηο πνπ ιακβάλνληαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν νλνκάδνληαη αξηζκεηηθέο ιύζεηο. 

Οη αξηζκεηηθέο ιχζεηο δελ είλαη θαηά θαλφλα απφιπηα αθξηβείο αιιά πξνζεγγίδνπλ 

κε κεγάιε αθξίβεηα ηελ πξαγκαηηθή ιχζε ησλ πξνβιεκάησλ. Απφ ηε ρξήζε 

πξνζεγγίζεσλ γηα ηελ αλαπαξάζηαζε αθξηβψλ πνζνηήησλ πξνθχπηνπλ ηα 

ζθάικαηα. Γεληθά, γηα ηα ζθάικαηα ηζρχεη: 

𝝅𝝆𝜶𝜸𝝁𝜶𝝉𝜾𝜿ή 𝝉𝜾𝝁ή = 𝝅𝝆𝝄𝝇𝜺𝜸𝜸𝜾𝝇𝝉𝜾𝜿ή 𝝉𝜾𝝁ή + 𝜶𝝅ό𝝀𝝊𝝉𝝄 𝝇𝝋ά𝝀𝝁𝜶 

Έλαο ελαιιαθηηθφο ηξφπνο έθθξαζεο ηνπ ζθάικαηνο είλαη ην ζρεηηθό ζθάικα, πνπ 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

𝝇𝝌𝜺𝝉𝜾𝜿ό 𝝇𝝋ά𝝀𝝁𝜶 =
𝝅𝝆𝜶𝜸𝝁𝜶𝝉𝜾𝜿ή 𝝉𝜾𝝁ή − 𝝅𝝆𝝄𝝇𝜺𝜸𝜸𝜾𝝇𝝉𝜾𝜿ή 𝝉𝜾𝝁ή

𝝅𝝆𝜶𝜸𝝁𝜶𝝉𝜾𝜿ή 𝝉𝜾𝝁ή
 

Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη θαηά ηηο νπνίεο δηαδνρηθέο πξνζεγγίζεηο δίλνπλ ην ηειηθφ 

απνηέιεζκα ιέγνληαη επαλαιεπηηθέο κέζνδνη. Σηηο κεζφδνπο απηέο, θάζε 

πξνζέγγηζε ρξεζηκνπνηεί ηελ πξνεγνχκελή ηεο πξνζέγγηζε ηελ νπνία θαη βειηηψλεη. 

Σηηο πεξηπηψζεηο απηέο ην ζθάικα κπνξεί λα εθθξαζηεί απφ κηα ζρέζε ηεο κνξθήο: 

𝝇𝝋ά𝝀𝝁𝜶 =
𝝂έ𝜶 𝝅𝝆𝝄𝝇έ𝜸𝜸𝜾𝝇𝜼 − 𝝅𝜶𝝀𝜾ά 𝝅𝝆𝝄𝝇έ𝜸𝜸𝜾𝝇𝜼

𝝂έ𝜶 𝝅𝝆𝝄𝝇έ𝜸𝜸𝜾𝝇𝜼
 

Οη ππνινγηζκνί επαλαιακβάλνληαη έσο φηνπ ε απφιπηε ηηκή ηνπ ζθάικαηνο λα είλαη 

κηθξφηεξε κηαο αλεθηήο ηηκήο ζθάικαηνο ηελ νπνία έρνπκε νξίζεη εκείο. Απηφ 

απνηειεί ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνύ ηεο επαλαιεπηηθήο κεζφδνπ. 

Γεληθά, έλαο επαλαιεπηηθφο αιγφξηζκνο πεξηγξάθεηαη απφ έλαλ γεληθφ επαλαιεπηηθφ 

ηχπν 

𝒙𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒙𝒏) 

ηνλ νπνίν ρξεζηκνπνηνχκε σο εμήο: μεθηλάκε απφ κηα αξρηθή πξνζέγγηζε 𝑥0 θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν ππνινγίδνπκε ζηαδηαθά ηα παξαθάησ: 

𝑥1 = 𝑓(𝑥0) (1ε επαλάιεςε) 

𝑥2 = 𝑓(𝑥1) (2ε επαλάιεςε) 

𝑥3 = 𝑓(𝑥2) (3ε επαλάιεςε) 

⋮ 

O ππνινγηζκφο λέσλ ηηκψλ 𝑥𝑖 , φπνπ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, ζηακαηάεη αλάινγα κε ηελ 

επηζπκεηή αθξίβεηα πνπ νξίδνπκε εκείο σο αλεθηή ηηκή ζθάικαηνο. Τν θξηηήξην 
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ππνινγηζκνχ ηεο αθξίβεηαο, ην νπνίν ιεηηνπξγεί σο θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ 

ηεο κεζφδνπ, είλαη: 

 𝒙𝒏+𝟏 − 𝒙𝒏 < 𝛼𝜅𝜌ί𝛽𝜀𝜄𝛼. 

Οη ηηκέο 𝑥𝑖  απνηεινχλ δηαδνρηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο, ελψ ε 

ηηκή 𝑥𝑛+1 απνηειεί ηελ έμνδν ηνπ αιγνξίζκνπ. 

 

2.6.3   Τπολογιςμόσ ριζών 

Σε απηή ηελ ελφηεηα δίλνπκε έλα παξάδεηγκα αιγνξίζκνπ ηεο αξηζκεηηθήο αλάιπζεο 

πνπ επηιχεη ην πξφβιεκα ηνπ ππνινγηζκνχ ησλ ξηδψλ κηαο εμίζσζεο. Δλδεηθηηθά, 

πεξηγξάθνπκε ηε κέζνδν ηνπ Νεχησλα θαη εθαξκφδνπκε έλα παξάδεηγκα 

ρξεζηκνπνηψληαο απηή ηε κέζνδν. 

Έλαο ηξφπνο γηα λα ιχζνπκε κηα εμίζσζε 𝒇 𝒙 = 𝟎 είλαη λα ηε κεηαζρεκαηίζνπκε ζε 

κηα ηζνδχλακε εμίζσζε ηεο κνξθήο 𝒈 𝒙 = 𝒙, ηέηνηα ψζηε αλ ην 𝒑 ηθαλνπνηεί ηελ 

𝑓 𝑥 = 0, λα ηθαλνπνηεί επίζεο θαη ηελ 𝑔 𝑥 = 𝑥. 

Ζ βαζηθή ηδέα ησλ επαλαιεπηηθψλ κεζφδσλ: 

Γεληθά, θάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο 𝑓 𝑥 = 0 κπνξεί λα γξαθηεί ηζνδχλακα ζηε κνξθή 

𝑔 𝑥 = 𝑥 θαηά πνιινχο ηξφπνπο. Σε ηέηνηνπ είδνπο παξαζηάζεηο ζηεξίδνληαη νη 

επαλαιεπηηθέο κέζνδνη: 

Έλαο αξηζκφο 𝒑 νλνκάδεηαη ζηαζεξφ ζεκείν κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο 𝑔 αλ ηζρχεη: 

𝒈 𝒑 = 𝒑. 

Σηηο επαλαιεπηηθέο κεζφδνπο γξάθνπκε αξρηθά ηελ εμίζσζε πνπ ζέινπκε λα 

ιχζνπκε ζηε κνξθή 

𝒙 = 𝒈 𝒙 . 

Σηε ζπλέρεηα, μεθηλψληαο απφ κηα αξρηθή ηηκή 𝑥0 θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ 

αλαδξνκηθή ζρέζε 

𝒙𝒏+𝟏 = 𝒈(𝒙𝒏), 

φπνπ 𝑛 = 0, 1, 2, 3, …, ππνινγίδνπκε κηα αθνινπζία 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ,  𝒙𝟑, … πξνζεγγίζεσλ 

ελφο ζηαζεξνχ ζεκείνπ ηεο 𝒈. 

𝒇 𝒙 = 𝒙 − 𝒈(𝒙) 

Ζ κέζνδνο ηνπ Νεύησλα (Newton - Raphson) είλαη κηα απφ ηηο θαιχηεξεο θαη πην 

γλσζηέο κεζφδνπο γηα ηελ εχξεζε κηαο ξίδαο ηεο εμίζσζεο 𝑓 𝑥 = 0. 

Γεληθή πεξηγξαθή ηεο κεζφδνπ: 
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Ζ κέζνδνο ηνπ Νεχησλα είλαη κηα επαλαιεπηηθή κέζνδνο πνπ δίλεηαη απφ ηελ 

αλαδξνκηθή ζρέζε 

𝒙𝒏+𝟏 = 𝒙𝒏 −
𝒇 𝒙𝒏 

𝒇′  𝒙𝒏 
, 

φπνπ 𝑛 = 0, 1, 2, 3, …, ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη 𝒇 𝒙𝒏 ≠ 𝟎 γηα θάζε 𝒏 θαη φηη ε 𝒙𝟎 

είλαη κηα αξρηθή πξνζέγγηζε ηεο ξίδαο 𝒑 ηεο εμίζσζεο 𝒇 𝒙 = 𝟎. Γειαδή ε κέζνδνο 

ηνπ Νεχησλα είλαη κηα επαλαιεπηηθή κέζνδνο ηεο κνξθήο 

𝒙𝒏+𝟏 = 𝒈(𝒙𝒏), 

φπνπ 𝑛 = 0, 1, 2, 3, …, κε ζπλάξηεζε επαλάιεςεο 

𝒈 𝒙 = 𝒙 −
𝒇(𝒙)

𝒇′ (𝒙)
. 

Γεδνκέλεο κηαο αξρηθήο εθηίκεζεο 𝒑𝟎, πεξηγξάθνληαη ηα παξαθάησ: 

Θεσξνχκε φηη ην 𝜠 > 0, αληηζηνηρεί ζην «κέγηζην ζθάικα». 

Βήμα 1
ο
: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ πξψην φξν 𝒑𝟏 ηεο αθνινπζίαο πξνζεγγίζεσλ σο εμήο: 

𝒑𝟏 = 𝒈 𝒑𝟎 ⇔ 𝒑𝟏 = 𝒑𝟎 −
𝒇(𝒑𝟎)

𝒇′ (𝒑𝟎)
. 

Αλ  𝒑𝟏 − 𝒑𝟎 < 𝛦, ηφηε ε ξίδα ηεο εμίζσζεο είλαη ε  𝒑 = 𝒑𝟏 θαη ε δηαδηθαζία 

ηεξκαηίδεη επηηπρψο. Σηελ αληίζεηε πεξίπησζε ζπλερίδνπκε ζην επφκελν βήκα. 

Βήμα 2
ο
: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ δεχηεξν φξν 𝒑𝟐 ηεο αθνινπζίαο πξνζεγγίζεσλ αλάινγα: 

𝒑𝟐 = 𝒈 𝒑𝟏 ⇔ 𝒑𝟐 = 𝒑𝟏 −
𝒇(𝒑𝟏)

𝒇′ (𝒑𝟏)
. 

Αλ  𝒑𝟐− 𝒑𝟏 < 𝛦, ηφηε ε ξίδα ηεο εμίζσζεο είλαη ε  𝒑 = 𝒑𝟐 θαη ε δηαδηθαζία 

ηεξκαηίδεη επηηπρψο. Σηελ αληίζεηε πεξίπησζε ζπλερίδνπκε ζην επφκελν βήκα. 

⋮ 

Βήμα (𝒊 + 𝟏)𝑜: 

Δπαλαιακβάλνπκε ηε δηαδηθαζία έσο φηνπ θηάζνπκε ζην βήκα 𝒊 + 𝟏 γηα ην νπνίν ζα 

ηζρχεη: 

 𝒑𝒊+𝟏 − 𝒑𝒊 < 𝛦. 

Τφηε, ε κέζνδνο ηεξκαηίδεη κε έμνδν 𝒑 = 𝒑𝒊+𝟏. 
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Παράδειγμα 26: 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε 𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 4𝑥2 − 10 γηα ηελ νπνία γλσξίδνπκε φηη ε 

εμίζσζε 𝑓 𝑥 = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην δηάζηεκα  1, 2 . Υπνινγίδνπκε ηε 

ζπλάξηεζε 

𝑔 𝑥 = 𝑥 −
𝑓(𝑥)

𝑓 ′(𝑥)
= 𝑥 −

𝑥3 + 4𝑥2 − 10

3𝑥2 + 8𝑥
 

θαη εθαξκφδνπκε ηα βήκαηα ηεο κεζφδνπ ηνπ Νεχησλα, κε αξρηθή εθηίκεζε 𝑝0 = 1,5 

θαη 𝛦 = 0,0001. 

Βήμα 1
ο
: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ πξψην φξν 𝑝1 ηεο αθνινπζίαο πξνζεγγίζεσλ σο εμήο: 

𝑝1 = 𝑔 𝑝0 = 𝑔 1,5 = 1,5 −
1,53+4⋅1,52−10

3⋅1,52+8⋅1,5
= 1,3733. 

Υπνινγίδνπκε ηε δηαθνξά 

 p1 − p0 =  1,3733 − 1,5000 = 0,1267 

θαη δηαπηζηψλνπκε φηη 

 p1 − p0 > 𝛦 = 0,0001. 

Δπνκέλσο, ζπλερίδνπκε ζην επφκελν βήκα. 

Βήμα 2
ο
: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ δεχηεξν φξν 𝑝2 ηεο αθνινπζίαο πξνζεγγίζεσλ: 

𝑝2 = 𝑔 𝑝1 = 𝑔 1,3733 = 1,3733 −
1,3733 3+4⋅1,3733 2−10

3⋅1,3733 2+8⋅1,3733
= 1,3652. 

Υπνινγίδνπκε ηε δηαθνξά 

 p2 − p1 =  1,3652 − 1,3733 = 0,0081 

θαη δηαπηζηψλνπκε φηη 

 p2 − p1 > 𝛦 = 0,0001. 

Δπνκέλσο, ζπλερίδνπκε ζην επφκελν βήκα. 

⋮ 

Βήμα (𝑖 + 1)𝑜: 

Δπαλαιακβάλνπκε ηε δηαδηθαζία έσο φηνπ θηάζνπκε ζην βήκα 𝑖 + 1 γηα ην νπνίν ζα 

ηζρχεη: 
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 𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖 < 𝛦. 

Τφηε, ε κέζνδνο ηεξκαηίδεη κε έμνδν 𝑝 = 𝑝𝑖+1. 

 

2.7   Ειςαγωγή ςτο Matlab 
 

     Τν Matlab είλαη έλα ζχγρξνλν νινθιεξσκέλν καζεκαηηθφ ινγηζκηθφ παθέην πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζε παλεπηζηεκηαθά καζήκαηα αιιά θαη εξεπλεηηθέο θαη άιιεο 

εθαξκνγέο κε επηζηεκνληθνχο ππνινγηζκνχο. Τν φλνκά ηνπ πξνέξρεηαη απφ ηα 

αξρηθά Matrix Laboratory. Όπσο θαίλεηαη θη απφ ην φλνκά ηνπ, πξφθεηηαη γηα έλα 

πξφγξακκα εηδηθά ζρεδηαζκέλν γηα ππνινγηζκνχο κε πίλαθεο, φπσο ε εχξεζε 

ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ πνπ ζα καο απαζρνιήζεη παξαθάησ. Τν Matlab 

δηαζέηεη δηθή ηνπ γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ θαη καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα 

ρξεζηκνπνηνχκε ζπλαξηήζεηο πνπ δηαζέηεη απφ κφλν ηνπ ην πξφγξακκα κε ρξήζε 

ζπγθεθξηκέλσλ εληνιψλ, αιιά θαη λα εληάζζνπκε ζε απηφ δηθέο καο ζπλαξηήζεηο ηηο 

νπνίεο κπνξνχκε λα απνζεθεχνπκε θαη λα ηηο ρξεζηκνπνηνχκε θαιψληαο απηέο ζην 

πξφγξακκα γηα επίιπζε πξνβιεκάησλ. 

Γηα λα θαηαζθεπάζνπκε κηα ζπλάξηεζε θάλνπκε ηα εμήο βήκαηα:  

Βήμα 1
ο
: 

Δπηιέγνπκε απφ ηε γξακκή εξγαιείσλ File → New Script θαη εκθαλίδεηαη ζηελ 

νζφλε έλα παξάζπξν. 

Βήμα 2
ο
: 

Σην παξάζπξν πνπ άλνημε πιεθηξνινγνχκε ηνλ θψδηθα ηνπ πξνγξάκκαηνο πνπ 

εθθξάδεη ηνλ ηξφπν επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ζε κνξθή ζπλάξηεζεο. Ζ ζπλάξηεζε 

ζα έρεη ηελ εμήο κνξθή: 

 function [output1,output2,…] = filename(input1,input2,…), 

φπνπ: filename:ην φλνκα ηεο ζπλάξηεζεο,  input1,input2:ηα νξίζκαηα εηζφδνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο εληφο παξέλζεζεο, output1,output2: ηα νξίζκαηα εμφδνπ ηεο ζπλάξηεζεο  

εληφο αγθχιεο. 

Βήμα 3
ο
: 

Γηα λα απνζεθεχζνπκε ζηε βηβιηνζήθε ηνπ Matlab ηε ζπλάξηεζε πνπ 

θαηαζθεπάζακε, επηιέγνπκε απφ ηε γξακκή εξγαιείσλ File → Save. 

Τα αξρεία ηνπ Matlab νλνκάδνληαη m-files θαη έρνπλ ηε κνξθή filename.m, δειαδή 

ην φλνκά θάζε αξρείνπ έρεη ζαλ θαηάιεμε ην επίζεκα .m. Γηα αλεχξεζε έηνηκσλ 

ζπλαξηήζεσλ επηιέγνπκε Help → Function. Σην παξάζπξν Command Window 
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εηζάγνπκε δεδνκέλα, ρξεζηκνπνηνχκε εληνιέο θαη ζπλαξηήζεηο θαη ην πξφγξακκα 

καο δίλεη ηα αλάινγα απνηειέζκαηα. 

 

Παράδειγμα 27: 

Έζησ φηη ζέινπκε λα θηηάμνπκε κηα ζπλάξηεζε πνπ λα ππνινγίδεη ην άζξνηζκα θαη 

ην γηλφκελν δχν αξηζκψλ. Δπηιέγνπκε απφ ηε γξακκή εξγαιείσλ File → New Script 

θαη εκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε έλα παξάζπξν. Πιεθηξνινγνχκε ηνλ θψδηθα ηνπ 

πξνγξάκκαηνο σο εμήο: 

function[sum,prod]=sumprod(x1,x2) 
sum=x1+x2; 
prod=x1*x2; 
%όλνκα ζπλάξηεζεο: sumprod 
%όλνκα m-file: sumprod.m 

%νξίζκαηα εηζόδνπ: x1, x2 
%νξίζκαηα εμόδνπ: sum(ην άζξνηζκα ησλ κεηαβιεηώλ x1 ,x2) 
%                 prod(ην γηλόκελν ησλ κεηαβιεηώλ x1 ,x2) 

 

Γηα λα απνζεθεχζνπκε ζηε βηβιηνζήθε ηνπ Matlab ηε ζπλάξηεζε πνπ 

θαηαζθεπάζακε, επηιέγνπκε απφ ηε γξακκή εξγαιείσλ File → Save. Έπεηηα, ζην 

παξάζπξν Command Window, δίλνπκε ηηκέο ζηηο κεηαβιεηέο θαη θαιψληαο ηε 

ζπλάξηεζε, ην πξφγξακκα καο δίλεη ην άζξνηζκα θαη ην γηλφκελν ησλ αξηζκψλ πνπ 

δψζακε ζηηο κεηαβιεηέο, φπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

>> x1=5; %δίλνπκε ηηκή ζηηο κεηαβιεηέο% 

>> x2=6; 

>> [sum,prod]=sumprod(x1,x2) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε% 

sum =      %εκθαλίδνληαη ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν% 

    11 

prod = 

    30 

 

2.7.1   ύμβολα και έννοιεσ ςτο Matlab 

Σην θεθάιαην 3, ζε δηάθνξεο εθαξκνγέο ηνπ Matlab, ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηνλ 

θψδηθα νξηζκέλεο έηνηκεο ζπλαξηήζεηο, ζηαζεξέο θαη ζπκβνιηζκνί πνπ ζηε γιψζζα 

ηνπ Matlab έρνπλ ζπγθεθξηκέλε εξκελεία. Έηζη, έρνπκε: 

==: ζρεζηαθφο ηειεζηήο πνπ εμεηάδεη ηελ ηζφηεηα ζε ζπλζήθεο 

Α΄: ν αλάζηξνθνο πίλαθαο ηνπ A (Α
Τ
)

 



38 
 

a^n: χςσζε ζηνηρείνπ a ζε n-νζηή δχλακε (a
 n

) 

a*b: πνιιαπιαζηαζκφο δχν ζηνηρείσλ (a⋅b) 

a/b: δεμηά δηαίξεζε ζηνηρείσλ 
a

b
  

a\b: αξηζηεξή δηαίξεζε ζηνηρείσλ 
b

a
  

A\B: πνιιαπιαζηαζκφο ηνπ αληίζηξνθνπ ηνπ πίλαθα Α κε ηνλ Β  𝛢−1 ⋅ 𝛣  

abs(a): ε ζπλάξηεζε ηνπ Matlab γηα ηελ απφιπηε ηηκή ηνπ ζηνηρείνπ a ( a ) 

inf: ε ζηαζεξά ηνπ Matlab πνπ εθθξάδεη ην άπεηξν (∞) 

eye(n): ε ζπλάξηεζε ηνπ Matlab γηα ηνλ κνλαδηαίν πίλαθα n δηαζηάζεσλ (Ιn) 

find( ): ε ζπλάξηεζε ηνπ Matlab πνπ εληνπίδεη πνηα ζηνηρεία ηθαλνπνηνχλ ην δνζκέλν 

θξηηήξην εληφο ηεο παξέλζεζεο 

norm(x, ‘inf’): ε ζπλάξηεζε ηνπ Matlab γηα ηε λφξκα απείξνπ ηνπ δηαλχζκαηνο x  

  x  ∞   

norm(x, 2): ε ζπλάξηεζε ηνπ Matlab γηα ηε λφξκα-2 ηνπ δηαλχζκαηνο x    x  2  

size(A): ε ζπλάξηεζε ηνπ Matlab γηα ηηο δηαζηάζεηο ελφο πίλαθα Α 

eig(Α): ε ζπλάξηεζε ηνπ Matlab γηα εχξεζε ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ ελφο 

πίλαθα Α ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή 

eig(A, ‘nobalance’): ε ζπλάξηεζε ηνπ Matlab γηα εχξεζε ηδηνηηκψλ θαη 

ηδηνδηαλπζκάησλ ελφο πίλαθα Α ζε κε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή 

for: εληνιή ηνπ Matlab θαηά ηελ νπνία εθηειείηαη έλαο επαλαιεπηηθφο βξφγρνο θαη 

έρεη ηε κνξθή  

 

for   μεηπηηήρ = απσική_ηιμή : βήμα : ηελική_ηιμή 

ενηολή 

ενηολή 

⋮ 

ενηολή 

        end 

if: εληνιή ηνπ Matlab θαηά ηελ νπνία εθηεινχληαη ζπγθεθξηκέλεο εληνιέο αλ είλαη 

αιεζήο κηα πξνθαζνξηζκέλε ζπλζήθε θαη έρεη ηε κνξθή 
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if (ζςνθήκη) 

ενηολή 

ενηολή 

 ⋮ 

ενηολή 

                                           end 

fprintf( ): εληνιή ηνπ Matlab γηα εκθάληζε δεδνκέλσλ πνπ επηζπκνχκε ζηελ νζφλε 

%d: ζπκβνιηζκφο γηα εκθάληζε δεδνκέλσλ ζηελ νζφλε ζε δεθαδηθή κνξθή-

ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ fprintf 

%f: ζπκβνιηζκφο γηα εκθάληζε δεδνκέλσλ ζηελ νζφλε ζε δεθαδηθή κνξθή κε 

ζηαζεξή ππνδηαζηνιή-ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ fprintf 

error(‘ ’): εληνιή ηνπ Matlab γηα εκθάληζε κελχκαηνο ζθάικαηνο ζηελ νζφλε-

εκθαλίδεηαη ην πεξηερφκελν ησλ εηζαγσγηθψλ 

disp(‘ ’): εληνιή ηνπ Matlab γηα εκθάληζε κελχκαηνο ζηελ νζφλε-εκθαλίδεηαη ην 

πεξηερφκελν ησλ εηζαγσγηθψλ 

return: εληνιή ηνπ Matlab γηα έμνδν απφ ην πξφγξακκα 

tic, «εληνιή/ζπλάξηεζε», toc: εληνιή ηνπ Matlab γηα ρξνλνκέηξεζε κηαο 

εξγαζίαο/εληνιήο/ζπλάξηεζεο 
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3. ΤΠΟΛΟΓΙΜΟ ΙΔΙΟΣΙΜΩΝ ΚΑΙ ΙΔΙΟΔΙΑΝΤΜΑΣΩΝ 
 

Σε απηφ ην θεθάιαην ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ. 

Θα εμεηάζνπκε ηελ εχξεζή ηνπο κε ηνλ αλαιπηηθφ ηξφπν ηεο γξακκηθήο άιγεβξαο, 

αιιά θαη κε πξνζεγγηζηηθέο κεζφδνπο ηεο αξηζκεηηθήο αλάιπζεο φπσο ε κέζνδνο ησλ 

δπλάκεσλ, ε ζπκκεηξηθή κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ, ε αληίζηξνθε κέζνδνο ησλ 

δπλάκεσλ θαη ε κέζνδνο ησλ πειίθσλ Rayleigh. Σηε ζπλέρεηα, ζα κεηαθξάζνπκε ζε 

θψδηθα Matlab ηηο κεζφδνπο απηέο θαη ζα ηηο εθαξκφζνπκε κε παξαδείγκαηα ζην 

πξφγξακκα. 

 

3.1   Αναλυτικόσ Σρόποσ 
 

Σε απηή ηελ ελφηεηα ζα επηθεληξσζνχκε ζηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ 

αιγεβξηθά, δειαδή κε ηνλ αλαιπηηθφ ηξφπν. Θα νξίζνπκε ηελ ηδηνηηκή, ην 

ηδηνδηάλπζκα θαη ην θάζκα ελφο ηεηξαγσληθνχ πίλαθα, ζα αλαιχζνπκε ηνλ ηξφπν 

εχξεζήο ηνπο θαη ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε παξαδείγκαηα θαη εθαξκνγέο ζρεηηθά κε 

απηά. 

 

3.1.1   Οριςμόσ ιδιοτιμήσ-ιδιοδιανύςματοσ 

Έζησ έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο 𝛢 ∈ ℝ𝑛×𝑛  φπνπ n ∈ ℕ θαη ℝ𝑛×𝑛  ην ζχλνιν ζην 

νπνίν αλήθνπλ νη ηεηξαγσληθνί πξαγκαηηθνί πίλαθεο n γξακκψλ θαη n ζηειψλ πνπ 

κπνξνχλ λα έρνπλ γηα ζηνηρεία πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο. Έλα κε-κεδεληθφ δηάλπζκα 

𝒙  ∈ ℝ𝑛  θαιείηαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ Α θαη λ ∈ ℝ, ηδηνηηκή πνπ αληηζηνηρεί ζην 

δηάλπζκα απηφ, αλ  

𝜜𝒙 = 𝝀𝒙 . 

 

3.1.2   Οριςμόσ φάςματοσ 

Τν ζχλνιν φισλ ησλ ηδηνηηκψλ ελφο πίλαθα Α θαιείηαη θάζκα ηνπ Α θαη είλαη έλα 

ππνζχλνιν ηνπ ℝ ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη σο Λ(Α). 

 

3.1.3   Εύρεςη ιδιοτιμών και ιδιοδιανυςμάτων 

Πψο ζα βξνχκε ηηο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 𝛢𝑥 = 𝜆𝑥 ; Παξαηεξνχκε φηη γηα νπνηνδήπνηε 

λ, ην δηάλπζκα 0  είλαη πάληα κία ιχζε. Δκάο καο ελδηαθέξνπλ νη κε κεδεληθέο 

ιχζεηο. 

Γξάθνπκε ηε εμίζσζε 𝛢𝑥 = 𝜆𝑥  ζηε κνξθή 
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𝛢𝑥 − 𝜆𝑥 = 0 , 

εηζάγνπκε ηνλ πίλαθα Ι, θαη ηζνδχλακα έρνπκε 

𝛢𝑥 − 𝜆𝛪𝑛𝑥 = 0  

γηα λα θαηαιήμνπκε ζηε εμίζσζε 

 𝛢 − 𝜆𝛪𝑛 𝑥 = 0 . 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ 𝒏 × 𝒏 πίλαθα A είλαη νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 

det 𝜜 − 𝝀𝜤𝒏 = 𝟎 . 

Ζ νξίδνπζα det 𝛢 − 𝜆𝛪𝑛  είλαη έλα πνιπψλπκν βαζκνχ 𝑛 κε κεηαβιεηή 𝜆. 

Ολνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα Α. Σπλεπψο, νη ηδηνηηκέο είλαη 

νη ξίδεο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ.  

Γηα θάζε ηδηνηηκή εθαξκφδνπκε ηελ εμίζσζε  𝜜 − 𝝀𝜤𝒏 𝒙 = 𝟎  αληηθαζηζηψληαο ηελ 

εθάζηνηε ηδηνηηκή. Απφ ηε δηαδηθαζία απηή πξνθχπηεη έλα γξακκηθφ ζχζηεκα. Ζ 

ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο απηνχ καο δίλεη ην ηδηνδηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

εθάζηνηε ηδηνηηκή.  

Τα ηδηνδηαλχζκαηα απνηεινχλ ηηο κε κεδεληθέο θαη άξα άπεηξεο ιχζεηο ηνπ 

γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο  𝛢 − 𝜆𝛪𝑛 𝑥 = 0  αλ θαη κφλν αλ det 𝛢 − 𝜆𝛪𝑛 = 0 . 

Έηζη, θάζε ηδηνδηάλπζκα πνπ πξνθχπηεη έρεη άπεηξα πνιιαπιάζηα δηαλχζκαηα πνπ 

κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ θαη απηά ηδηνδηαλχζκαηα ηεο εθάζηνηε ηδηνηηκήο. 

 

Παράδειγμα 28: 

Έζησ πίλαθαο 

𝐵 =  
1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 . 

𝐵 − 𝜆𝛪 =  
1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 − 𝜆  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =  
1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 −  
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

 =

 
1 − 𝜆 3 0

3 −2 − 𝜆 −1
0 −1 1 − 𝜆

 . 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ Β είλαη νη ξίδεο ηνπ πνιπσλχκνπ 
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det 𝐵 − 𝜆𝛪 = det   
1 − 𝜆 3 0

3 −2 − 𝜆 −1
0 −1 1 − 𝜆

  =

 1 − 𝜆 ∙ det   
−2 − 𝜆 −1

−1 1 − 𝜆
  − 3 ∙ det   

3 −1
0 1 − 𝜆

  + 0 ∙ det   
3 −2 − 𝜆
0 −1

  =

 1 − 𝜆 ∙   −2 − 𝜆 ∙  1 − 𝜆 −  −1 ∙  −1  − 3 ∙  3 ∙  1 − 𝜆  = −𝜆3 + 13𝜆 − 12. 

Τν ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν είλαη 3
νπ

 βαζκνχ, νπφηε γηα λα βξνχκε ηηο ξίδεο ηνπ 

πνπ είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Β εθαξκφδνπκε ζρήκα Horner. 

Γηαηξέηεο ηνπ -12 είλαη νη: ±1, ±2, ±3, ±4, ±6 , ±12. Γηα λα βξνχκε ηελ πξψηε ξίδα 

ηνπ πνιπσλχκνπ, εθαξκφδνπκε ζρήκα Horner αξρηθά κε δηαηξέηε ηνλ αξηζκφ 1 θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ πνιπσλχκνπ −𝜆3 + 0𝜆2 + 13𝜆 − 12 = 0, 

έηζη, έρνπκε: 

-1   0    13   -12   1 

     -1   -1      12 

-1 -1    12      0 

Δθφζνλ ν αξηζκφο 1 κε ρξήζε ηνπ ζρήκαηνο Horner βγάδεη ππφινηπν 0, ηφηε ε πξψηε 

ξίδα ηνπ πνιπσλχκνπ ζα είλαη ε 𝜆1 = 1. 

Οπφηε ην ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν παίξλεη ηε κνξθή:  𝜆 − 1 ∙  −𝜆2 − 𝜆 + 12 =

0. Δθαξκφδνπκε δηαθξίλνπζα ζην −𝜆2 − 𝜆 + 12=0 γηα λα βξνχκε θαη ηηο ππφινηπεο 

ηδηνηηκέο: 

𝛥 = 1 − 4 ∙  −1 ∙ 12 = 1 + 48 = 49 

𝜆2,3 =
1± 49

−2
=

1±7

−2
⇔  𝜆2 = 3, 𝜆3 = −4. 

Άξα νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Β είλαη νη εμήο: 

𝜆1 = −4,   𝜆2 = 1,   𝜆3 = 3. 

Έηζη ινηπφλ ζα έρνπκε: 

 Γηα 𝜆1 = −4 ηζρχεη: 

𝛣 ∙ 𝑥 = 𝜆1𝑥 ⇔  
1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 ∙  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  −4 ∙  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 ⇔ 

 

𝑥1 + 3𝑥2 + 0𝑥3

3𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3

0𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3

 =  
−4𝑥1

−4𝑥2

−4𝑥3

 ⇔  
𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥1

3𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 + 4𝑥2

−𝑥2 + 𝑥3 + 4𝑥3

 =  
0
0
0
 ⇔ 

 
5𝑥1 + 3𝑥2 = 0

3𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 0
−𝑥2 + 5𝑥3 = 0

 ⇒  
3𝑥1 + 2𝑥2 = 𝑥3

5𝑥3 = 𝑥2
 ⇒ 

3𝑥1 + 2 ∙  5 ∙ 𝑥3 = 𝑥3 ⇔ 3𝑥1 + 10𝑥3 − 𝑥3 = 0 ⇔ 𝑥1 + 3𝑥3 = 0 
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⇔ 𝑥1 = −3𝑥3. 

Άξα πξνθχπηεη φηη: 

 

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  
−3𝑥3

5𝑥3

𝑥3

 = 𝑥3  
−3
5
1

 . 

Άξα γηα ηελ ηδηνηηκή 𝜆1 = −4 ππάξρνπλ άπεηξα ηδηνδηαλχζκαηα πνιιαπιάζηα ηνπ 

 
−3
5
1

 , δειαδή 𝜌 ∙  
−3
5
1

  , κε 𝜌 ∈ ℝ.  

Ζ λφξκα ηνπ δηαλχζκαηνο  
−3
5
1

  είλαη   −3 5 1 Τ 2 =  35 θαη ην 

θαλνληθνπνηεκέλν δηάλπζκα είλαη  
−0,571
0,8452
0,1690

 . 

 Γηα 𝜆2 = 1 ηζρχεη: 

𝛣 ∙ 𝑥 = 𝜆2𝑥 ⇔  
1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 ∙  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 = 1 ∙  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 ⇔  

𝑥1 + 3𝑥2 + 0𝑥3

3𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3

0𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3

 

=  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 ⇔  
𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥1

3𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥2

−𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥3

 

=  
0
0
0
 ⇔  

3𝑥2 = 0
3𝑥1 − 3𝑥2 − 𝑥3 = 0

𝑥2 = 0
 ⇒ 3𝑥1 − 𝑥3 = 0 ⇔ 𝑥3 = 3𝑥1 

Άξα πξνθχπηεη φηη: 

 

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  

𝑥1

0
3𝑥1

 = 𝑥1  
1
0
3
  

Άξα γηα ηελ ηδηνηηκή 𝜆2 = 1 ππάξρνπλ άπεηξα ηδηνδηαλχζκαηα πνιιαπιάζηα ηνπ  
1
0
3
 , 

δειαδή 𝜌 ∙  
1
0
3
 , κε 𝜌 ∈ ℝ. 

Όκνηα, ε λφξκα ηνπ δηαλχζκαηνο  
1
0
3
  είλαη   1 0 3 Τ 2 =  10 θαη ην 

θαλνληθνπνηεκέλν δηάλπζκα είλαη  
0,3162

0
0,9487

 . 
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 Γηα 𝜆3 = 3 ηζρχεη: 

𝛣 ∙ 𝑥 = 𝜆3𝑥 ⇔  
1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 ∙  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 = 3 ∙  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 ⇔  

𝑥1 + 3𝑥2 + 0𝑥3

3𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3

0𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3

 

=  
3𝑥1

3𝑥2

3𝑥3

 ⇔  
𝑥1 + 3𝑥2 − 3𝑥1

3𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 − 3𝑥2

−𝑥2 + 𝑥3 − 3𝑥3

 

=  
0
0
0
 ⇔  

−2𝑥1 + 3𝑥2 = 0
3𝑥1 − 5𝑥2 − 𝑥3 = 0

−𝑥2 − 2𝑥3 = 0
 ⇒  

−2𝑥1 = −3𝑥2

−2𝑥3 = 𝑥2
 

⇔  
𝑥1 =

3

2
𝑥2

𝑥3 = −
1

2
𝑥2

  

Άξα πξνθχπηεη: 

 

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =

 
 
 
 
 

3

2
𝑥2

𝑥2

−
1

2
𝑥2 

 
 
 
 

= 𝑥2

 
 
 
 
 

3

2
1

−
1

2 
 
 
 
 

 

Άξα γηα ηελ ηδηνηηκή 𝜆3 = 3 ππάξρνπλ άπεηξα ηδηνδηαλχζκαηα πνιιαπιάζηα ηνπ 

 

3

2

1

−
1

2

 , δειαδή 𝜌 ∙  

3

2

1

−
1

2

 , κε 𝜌 ∈ ℝ. 

Όκνηα, ε λφξκα ηνπ δηαλχζκαηνο  

   
3

2
  

    1  

−
1

2
  

  είλαη   
3

2
1 −

1

2
 
Τ

 
2

=
 14

2
 θαη ην 

θαλνληθνπνηεκέλν δηάλπζκα είλαη  
0,8018
0,5345

−0,2673
 . 

 

Παράδειγμα 29: 

Έζησ πίλαθαο 3×3: 

𝛢 =  
4
2
2

−1
1

−1

6
6
8
 . 

Θα δείμνπκε φηη ν αξηζκφο 2 αλήθεη ζην θάζκα ηνπ Α θαη ζα βξνχκε ηα 

ηδηνδηαλχζκαηα πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ ηδηνηηκή απηή. 
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Πξάγκαηη, ν αξηζκφο 2 είλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α, δηφηη: 

𝛢 − 2 ⋅ 𝛪 =  
4
2
2

−1
1

−1

6
6
8
 −  

2
0
0

0
2
0

0
0
2
 =  

2
2
2

−1
−1
−1

6
6
6
 , 

det  𝛢 − 2 ⋅ 𝛪  = 2 ⋅   −1 ⋅ 6 −  −1 ⋅ 6 −  −1 ⋅  2 ⋅ 6 − 2 ⋅ 6 + 

+6 ⋅  2 ⋅  −1 − 2 ⋅  −1  = 0. 

Λχλνληαο ηελ εμίζσζε 

 𝛢 − 2 ⋅ 𝛪 ⋅ 𝑥 = 𝛰, 

έρνπκε: 

 
2
2
2

−1
−1
−1

6
6
6
 ⋅  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  
0
0
0
 ⇔ 2 ⋅ 𝑥1 − 𝑥2 + 6 ⋅ 𝑥3 = 0 ⇔ 𝑥2 = 2 ⋅ 𝑥1 + 6 ⋅ 𝑥3, 

δειαδή: 

 

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  

𝑥1

2 ⋅ 𝑥1 + 6 ⋅ 𝑥3

𝑥3

 = 𝑥1 ⋅  
1
2
0
 + 𝑥3 ⋅  

0
6
1
 , 

φπνπ 𝑥1, 𝑥3 απζαίξεηεο κεηαβιεηέο. 

Άξα, ζηελ ηδηνηηκή ι=2 αληηζηνηρνχλ ηα ηδηνδηαλχζκαηα 

 
1
2
0
  θαη  

0
6
1
  

θαη άπεηξα πνιιαπιάζηα απηψλ ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ. 

 

3.1.4   Εφαρμογή ςτο Matlab με χρήςη τησ ςυνάρτηςησ eig 

Παξαθάησ, παξαζέηνπκε κηα εθαξκνγή ζην Matlab θαηά ηελ νπνία εηζάγνπκε ζην 

παξάζπξν Command Window ηνπ πξνγξάκκαηνο ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Β απφ ην 

παξάδεηγκα 28. Καιψληαο  ηε ζπλάξηεζε eig, πνπ είλαη απφ ηηο έηνηκεο ζπλαξηήζεηο 

ζε κνξθή m-file ηεο βηβιηνζήθεο ηνπ Matlab, ην πξφγξακκα καο εκθαλίδεη ηηο 

ηδηνηηκέο θαη ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Β. 

1. >> B=[1 3 0;3 -2 -1;0 -1 1] 

2. B = 

3.      1     3     0 

4.      3    -2    -1 

5.      0    -1     1 

6. >> [X,L]=eig(B) 
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7. X = 

8.    -0.5071    0.3162    0.8018 

9.     0.8452    0.0000    0.5345 

10.     0.1690    0.9487   -0.2673 

11. L = 

12.    -4.0000         0            0 

13.          0        1.0000        0 

14.          0             0       3.0000  

Τα απνηειέζκαηα ηεο eig θαίλνληαη θαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

L X 

-4 [-0,5071, 0,8452, 0,1690]
T 

1 [0,3162, 0,0000, 0,9487]
T
 

3 [0,8018, 0,5345, -0,2673]
T
 

φπνπ: 

L: νη ηδηνηηκέο ι ηνπ πίλαθα Α, 

Φ: ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥  ηνπ πίλαθα Α. 

Αλαιχνληαο ηελ εθαξκνγή αλά γξακκή παξαηεξνχκε ηα εμήο: 

Σηε γξακκή 1 εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα. Παηψληαο <enter> εκθαλίδεηαη ν 

πίλαθαο Β κε ηα ζηνηρεία ηνπ ζηηο γξακκέο 2-5. Σηε γξακκή 6 θαινχκε ηε ζπλάξηεζε 

eig, θαηαρσξνχκε σο φξηζκα εηζφδνπ ην φλνκα ηνπ πίλαθα ηνπ νπνίνπ αλαδεηνχκε 

ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα, ζην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα ηνλ πίλαθα Β, θαη 

σο νξίζκαηα εμφδνπ ηα ηδηνδηαλχζκαηα Φ θαη ηηο ηδηνηηκέο L. Σηηο γξακκέο 7-10 καο 

δίλνληαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Β (θάζε ζηήιε αλαπαξηζηά θαη έλα 

ηδηνδηάλπζκα) θαη ζηηο γξακκέο 11-14 καο δίλνληαη νη αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο θάζε 

ηδηνδηαλχζκαηνο. Παξαηεξνχκε πσο ην πξφγξακκα βξίζθεη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ζηελ 

θαλνληθνπνηεκέλε ηνπο κνξθή. 

 

3.2   Η μέθοδοσ των δυνάμεων 
 

Σε απηή ηελ ελφηεηα ζα αλαιχζνπκε ηε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ αιγνξηζκηθά θαη 

αθνινπζψληαο ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ ζα εθαξκφζνπκε παξάδεηγκα. Δπίζεο, ζα 

πινπνηήζνπκε ηνλ αιγφξηζκν ζε θψδηθα Matlab θαη ζα ηνλ εθαξκφζνπκε ζε πίλαθα 

ρξεζηκνπνηψληαο ην πξφγξακκα ηνπ Matlab.  

 

Ζ κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ είλαη κηα πξνζεγγηζηηθή κέζνδνο πνπ ππνινγίδεη ηε 

κεγαιχηεξε θαη’ απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα ελφο πίλαθα 

n×n. Υπνινγίδεη κηα αθνινπζία 𝒎(𝒌) πξνζεγγίζεσλ γηα ηελ ηδηνηηκή ε νπνία 
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ζπγθιίλεη ζηελ κεγαιχηεξε θαη’ απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ι θαη κηα αθνινπζία 𝒙 (𝒌) 

πξνζεγγίζεσλ γηα ην ηδηνδηάλπζκα πνπ ζπγθιίλεη ζην ηδηνδηάλπζκα 𝒙 , φπνπ k=

1,2, … , 𝛮. 

Τα παξαθάησ βήκαηα πεξηγξάθνπλ ηνλ ππνινγηζκφ ηεο κεζφδνπ ησλ δπλάκεσλ γηα 

έλαλ δεδνκέλν n×n πίλαθα Α έρνληαο πξνζδηνξίζεη ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα tol 

(=tolerance=αλεθηηθφηεηα) θαη ην κέγηζην αξηζκφ επαλαιήςεσλ N: 

Βήμα 1: 

Θεσξνχκε έλα αξρηθφ κε κεδεληθφ n×1 δηάλπζκα 𝒙 (𝟎) κε  𝑥  0   
∞

= 1. 

Τν δηάλπζκα απηφ απνηειεί αξρηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο 𝒙  πνπ 

ππνινγίδεη ε κέζνδνο. Σπλήζσο επηιέγνπκε ην ηπραίν κε κεδεληθφ δηάλπζκα λα έρεη 

γηα ζηνηρεία ηνπο αξηζκνχο 0 θαη 1. Σε έλαλ πίλαθα ηχπνπ 3×3, γηα παξάδεηγκα, 

κπνξνχκε λα ζέζνπκε σο αξρηθφ δηάλπζκα ην  
1
0
0
  ή ην  

0
1
0
 ή ην  

0
0
1
  ή ην  

1
1
0
   ή ην  

1
0
1
  

ή ην  
0
1
1
  ή ην  

1
1
1
 . 

Βήμα 2: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝒑𝟎, κε 1 ≤ 𝑝0 ≤ 𝑛,  γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη: 

 𝒙 𝒑𝟎

(𝟎)
 = 𝟏 =  𝒙  𝟎  

∞
. 

Γειαδή, ν αξηζκφο  𝑝0 εθθξάδεη ηε  ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (0) ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ 𝑥 (0). 

Βήμα 3: 

Γηα 𝒌 = 𝟏, 𝟐, … , 𝑵 , εθηεινχκε ηα βήμαηα 4-9 κε βήκα 1. 

Βήμα 4: 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηνλ πίλαθα Α κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ 

ππνινγίζηεθε θαηά ηελ πξνεγνχκελε επαλάιεςε ηεο κεζφδνπ θαη έρνπκε:  

𝒚  𝒌 = 𝜜 ⋅ 𝒙  𝜿−𝟏 . 

Σηελ πξψηε εθηέιεζε ηνπ βήμαηορ 4 πνιιαπιαζηάδνπκε ηνλ πίλαθα Α κε ην 

αξρηθφ δηάλπζκα 𝑥 (0). 
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Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒎(𝒌) ηεο ηδηνηηκήο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, ζέηνληάο ηελ  ίζε κε ην  𝑝𝑘−1 ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  𝑘  θαη 

έρνπκε: 

𝒎(𝒌) = 𝒚 𝒑𝒌−𝟏

(𝒌)
. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝒑𝒌, κε 1 ≤ 𝑝𝑘 ≤ 𝑛,  γηα ηνλ 

νπνίν ηζρχεη: 

 𝒚 𝒑𝒌

(𝒌)
 =  𝒚  𝒌  

∞
. 

Υπνινγίδνπκε, δειαδή, ηελ ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  𝑘  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ. 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒙  𝒌  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ 

ππνινγίδεη ν αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  𝑘  πνπ ππνινγίζακε ζην 

βήμα 4 κε ην ζηνηρείν 𝑦 𝑝𝑘

 𝑘 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  𝑘 : 

𝒙  𝒌 =
𝒚  𝒌 

𝒚 𝒑𝒌

 𝒌 
. 

Βήμα 8: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝒆𝒓𝒓(𝒌) =  𝒙  𝒌 − 𝒙  𝒌−𝟏  
∞

 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Βήμα 9: 

Δκθαλίδνπκε ζηελ νζφλε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒎(𝒌) ηεο ηδηνηηκήο θαη ηελ 

k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒙  𝒌  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Αλ  𝒆𝒓𝒓(𝒌) < tol , εκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ε ηειεπηαία πξνζέγγηζε ηεο 

ηδηνηηκήο πνπ πξνέθπςε θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα θαη ηεξκαηίδεη ε 

δηαδηθαζία ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Αιιηψο, επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 3-9. 
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Όηαλ ε ζπλζήθε (𝒆𝒓𝒓(𝒌) < tol) είλαη αλαιεζήο θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηεο εθηέιεζεο 

ηνπ αιγνξίζκνπ, εθηεινχληαη φιεο νη επαλαιήςεηο ηνπ βξφγρνπ ρσξίο λα έρνπκε 

πιεζηάζεη ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα. 

Βήμα 10: 

Δκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ην κήλπκα εμφδνπ “Ο αλγόπιθμορ έσει ςπεπβεί ηο 

μέγιζηο απιθμό επαναλήτευν” θαη ην πξφγξακκα ηεξκαηίδεη. 

 

 Παράδειγμα 30: 

Έζησ πίλαθαο ηχπνπ 3×3 

𝛢 =  
−2 −2 3
−10 −1 6
10 −2 −9

 . 

Γηα λα βξνχκε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ πίλαθα Α  

ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ κε κέγηζηε αλνρή ζθάικαηνο tol = 10−6, 

αθνινπζνχκε ηελ εμήο δηαδηθαζία κε βάζε ηα βήκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ελφηεηα 

3.2. 

Βήμα 1: 

Θεσξνχκε έλα αξρηθφ κε κεδεληθφ 3×1 δηάλπζκα 𝑥 (0), κε  𝑥  0   
∞

= 1. 

Έζησ, ινηπφλ, 

𝑥  0 =  
1
0
0
 . 

Βήμα 2: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝑝0, κε 1 ≤ 𝑝0 ≤ 3,  γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη: 

 𝑥 𝑝0

(0)
 =  𝑥  0  

∞
= 𝑚𝑎𝑥  1 ,  0 ,  0  = 1. 

Γειαδή, ν αξηζκφο 𝑝0 = 1 εθθξάδεη ηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (0) ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ 𝑥 (0). 

Βήμα 3: 

Γηα 𝑘 = 1,2, … , 𝑁 , εθηεινχκε ηα βήμαηα 4-8. 

𝒌 = 𝟏: 
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Βήμα 4: 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηνλ πίλαθα κε ην αξρηθφ δηάλπζκα 𝑥  0 . Έηζη, πξνθχπηεη 

ην δηάλπζκα 𝑦  1  σο εμήο: 

 𝑦  1 = 𝛢 ⋅ 𝑥  0 =  
−2 −2 3
−10 −1 6
10 −2 −9

 ⋅  
1
0
0
 =  

 −2 ⋅ 1 +  −2 ⋅ 0 + 3 ⋅ 0
 −10 ⋅ 1 +  −1 ⋅ 0 + 6 ⋅ 0
10 ⋅ 1 +  −2 ⋅ 0 +  −9 ⋅ 0

 

=  
−2
−10
10

 . 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 1ε πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο πνπ ππνινγίδεη ν αιγφξηζκνο, 

ζέηνληαο ην 𝑚(1) ίζν κε ην 𝑝0 ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  1  θαη έρνπκε: 

𝑚(1) = 𝑦 𝑝0

(1)
= 𝑦 1

(1)
= −2. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ ειάρηζηε ζέζε 𝑝1 ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  1  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ, δειαδή ηε ζέζε 

𝑝1 γηα ηελ νπνία ηζρχεη: 

 𝑦 𝑝1

 1 
 =  𝑦  1  

∞
= 𝑚𝑎𝑥  −2 ,  −10 ,  10  = 10. 

Έηζη πξνθχπηεη: 

𝑝1 = 2. 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 1ε πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  1  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 4 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝1

 1 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  1  θαη έρνπκε: 

𝑥  1 =
𝑦  1 

𝑦 𝑝1

 1 
=

𝑦  1 

𝑦 2
 1 

=
 −2 −10 10 Τ

−10
=  

0,2
1

−1
 . 

Βήμα 8: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝑒𝑟𝑟(1) =  𝑥  1 − 𝑥  0  
∞

 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. Έρνπκε: 
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𝑥  1 − 𝑥  0 =  
0,2
1

−1
 −  

1
0
0
 =  

−0,8
1

−1
 , 

άξα, ην ζθάικα ζα είλαη: 

𝑒𝑟𝑟(1) =  𝑥  1 − 𝑥  0  
∞

= 𝑚𝑎𝑥  −0,8 ,  1 ,  −1  = 1. 

Παξαηεξνχκε φηη 𝑒𝑟𝑟(1) > tol, επνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 4-8 γηα 

𝒌 = 𝟐: 

Βήμα 4: 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηνλ πίλαθα κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ 

ππνινγίζηεθε θαηά ηελ πξνεγνχκελε επαλάιεςε ηεο κεζφδνπ θαη έρνπκε:  

𝑦  2 = 𝛢 ⋅ 𝑥  1 =  
−2 −2 3
−10 −1 6
10 −2 −9

 ⋅  
0,2
1

−1
 =  

 −2 ⋅ 0,2 +  −2 ⋅ 1 + 3 ⋅  −1 
 −10 ⋅ 0,2 +  −1 ⋅ 1 + 6 ⋅  −1 

10 ⋅ 0,2 +  −2 ⋅ 1 +  −9 ⋅  −1 
 

=  
−5,4
−9
9

 . 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 2ε πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο πνπ ππνινγίδεη ν αιγφξηζκνο, 

ζέηνληαο ην 𝑚(2) ίζν κε ην  𝑝1 ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  2  θαη έρνπκε: 

𝑚(2) = 𝑦 𝑝1

(2)
= 𝑦 2

(2)
= −9. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ ειάρηζηε ζέζε 𝑝2 ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  2  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ θαη έρνπκε: 

 𝑦 𝑝2

 2 
 =  𝑦  2  

∞
= 𝑚𝑎𝑥  −5,4 ,  −9 ,  9  = 9. 

Έηζη, πξνθχπηεη: 

𝑝2 = 2. 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 2ε πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  2  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 4 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝2

 2 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  2  θαη έρνπκε: 
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𝑥  2 =
𝑦  2 

𝑦 𝑝2

 2 
=

𝑦  2 

𝑦 2
 2 

=
 −5,4 −9 9 Τ

−9
=  

0,6
1

−1
 . 

Βήμα 8: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝑒𝑟𝑟(2) =  𝑥  2 − 𝑥  1  
∞

 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. Έρνπκε: 

𝑥  2 − 𝑥  1 =  
0,6
1

−1
 −  

0,2
1

−1
 =  

0,4
0
0

 , 

άξα, ην ζθάικα ζα είλαη: 

𝑒𝑟𝑟(2) =  𝑥  2 − 𝑥  1  
∞

= 𝑚𝑎𝑥  0,4 ,  0 ,  0  = 0,4. 

Παξαηεξνχκε φηη 𝑒𝑟𝑟(2) > tol, επνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 4-8 γηα 

𝒌 = 𝟑: 

Βήμα 4: 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηνλ πίλαθα κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ 

ππνινγίζηεθε θαηά ηελ πξνεγνχκελε επαλάιεςε ηεο κεζφδνπ θαη έρνπκε:  

𝑦  3 = 𝛢 ⋅ 𝑥  2 =  
−2 −2 3
−10 −1 6
10 −2 −9

 ⋅  
0,6
1

−1
 =  

 −2 ⋅ 0,6 +  −2 ⋅ 1 + 3 ⋅  −1 
 −10 ⋅ 0,6 +  −1 ⋅ 1 + 6 ⋅  −1 

10 ⋅ 0,6 +  −2 ⋅ 1 +  −9 ⋅  −1 
 

=  
−6,2
−13
13

 . 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 3ε πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο πνπ ππνινγίδεη ν αιγφξηζκνο, 

ζέηνληαο ην 𝑚(3) ίζν κε ην 𝑝2 ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  3  θαη έρνπκε: 

𝑚(3) = 𝑦 𝑝2

(3)
= 𝑦 2

(3)
= −13. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ ειάρηζηε ζέζε 𝑝3 ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  3  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ θαη έρνπκε: 

 𝑦 𝑝3

 3 
 =  𝑦  3  

∞
= 𝑚𝑎𝑥  −6,2 ,  −13 ,  13  = 13. 
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Έηζη πξνθχπηεη: 

𝑝3 = 2. 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 3ε πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  3  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 4 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝3

 3 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  3  θαη έρνπκε: 

𝑥  3 =
𝑦  3 

𝑦 𝑝3

 3 
=

𝑦  3 

𝑦 2
 3 

=
 −6,2 −13 13 Τ

−13
=  

0,4769
1

−1
 . 

Βήμα 8: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝑒𝑟𝑟(3) =  𝑥  3 − 𝑥  2  
∞

 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. Έρνπκε: 

𝑥  3 − 𝑥  2 =  
0,4769

1
−1

 −  
0,6
1

−1
 =  

−0,1231
0
0

 , 

άξα, ην ζθάικα ζα είλαη: 

𝑒𝑟𝑟(3) =  𝑥  3 − 𝑥  2  
∞

= 𝑚𝑎𝑥  −0,1231 ,  0 ,  0  = 0,1231. 

Παξαηεξνχκε φηη 𝑒𝑟𝑟(3) > tol, επνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 4-8 κέρξη λα 

ηζρχζεη 𝑒𝑟𝑟(𝑘) < tol. Ο αιγφξηζκνο δίλεη ζαλ έμνδν ηελ ηειεπηαία πξνζέγγηζε ηεο 

ηδηνηηκήο πνπ πξνέθπςε θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα θαη ηεξκαηίδεη ε δηαδηθαζία. 

 

3.2.1  Η μέθοδοσ των δυνάμεων ςε κώδικα Matlab 

Τν παξαθάησ m-file αλαπαξηζηά ηε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ ζε θψδηθα Matlab: 

function [ lamda,v ] = PowerM( A,x,tol,N ) 

%νξίζκαηα εηζόδνπ: A:πίλαθαο, x:αξρηθό δηάλπζκα, tol:επηζπκεηή 

αθξίβεηα, N:κέγηζηνο αξηζκόο επαλαιήςεσλ% 

%νξίζκαηα εμόδνπ: lamda:ηειηθή πξνζέγγηζε ηδηνηηκήο, v:ηειηθή 

πξνζέγγηζε ηδηνδηαλύζκαηνο% 
p=find(abs(x)==norm(x,inf),1); %βήκα 2% 
for k=1:N %ν βξόγρνο εθηειείηαη έσο N θνξέο%  
    y=A*x; %βήκα 4% 
    m=y(p); %βήκα 5% 
    p=find(abs(y)==norm(y,inf),1); %βήκα 6%      
    err=norm((y/y(p))-x,inf); %βήκα 8%    
    x=y/y(p); %βήκα 7% 
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    fprintf('k = %4d  m = %.6f  x =[ %.6f , %.6f ,  %.6f ]       

\n',k,m,x);  

 

%εκθαλίδεηαη ζηελ νζόλε ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ βξόγρνπ αληίζηνηρα ν 

αύμσλ αξηζκόο επαλάιεςεο, ε πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαη ε αληίζηνηρε 

πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 
     if(err<tol) %βήκα 9% 
         lamda=m; 
         v=x; 
         return;  
     end       
end 

lamda=m; 
v=x; 
disp('The maximum number of iterations exceeded') %βήκα 10% 
end 

 
3.2.2   Εφαρμογή ςτο Matlab με χρήςη τησ μεθόδου των δυνάμεων 

Παξαθάησ, παξαζέηνπκε κηα εθαξκνγή ζην Matlab θαηά ηελ νπνία εηζάγνπκε σο 

δεδνκέλα ζην παξάζπξν Command Window ηνπ πξνγξάκκαηνο, ηα ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα Α απφ ην παξάδεηγκα 30, ην αξρηθφ δηάλπζκα x =  1 0 0 T , ηελ επηζπκεηή 

αθξίβεηα tol = 10−6 θαη ηνλ κέγηζην αξηζκφ επαλαιήςεσλ 𝛮 = 50. Καινχκε απφ ην 

πξφγξακκα ηε ζπλάξηεζε ηεο κεζφδνπ ησλ δπλάκεσλ πνπ έρνπκε απνζεθεχζεη ζε 

κνξθή m-file ζηε βηβιηνζήθε ηνπ Matlab σο PowerM.m θαη καο δίλεη ηα 

απνηειέζκαηα απηήο ηεο πξνζεγγηζηηθήο κεζφδνπ.  

>> A=[-2 -2 3;-10 -1 6;10 -2 -9] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα% 

A = 

      -2      -2     3 

      -10    -1     6 

       10     -2    -9 

>> x=[1;0;0] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ αξρηθνύ δηαλύζκαηνο% 

x = 

     1 

     0 

     0 

>> tol=10^(-6); %εηζάγνπκε ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα% 

>> N=50; %εηζάγνπκε ην κέγηζην επηζπκεηό αξηζκό επαλαιήςεσλ% 

>> [lamda,v]=PowerM(A,x,tol,N) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε ζην πξόγξακκα% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ% 
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k = 1      m = -2             x = [0.2,1,-1]   

k = 2   m = -9              x = [0.6,1,-1] 

k = 3      m = -13      x = [0.476923,1,-1] 

k = 4      m = -11.7692    x = [0.505882,1,-1] 

k = 5      m = -12.0588    x = [0.498537,1,-1] 

k = 6      m = -11.9854    x = [0.500366,1,-1] 

k = 7      m = -12.0037    x = [0.499908,1,-1] 

k = 8      m = -11.9991    x = [0.500023,1,-1] 

k = 9      m = -12.0002    x = [0.499994,1,-1] 

k = 10   m = -11.9999    x = [0.500001,1,-1] 

k = 11    m = -12             x = [0.5,1,-1] 

k = 12    m = -12             x = [0.5,1,-1] 

lamda =   %εκθάληζε ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο%  

-12.0000 

v =          %εκθάληζε ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

0.5000 

1.0000 

-1.0000 

>> v/norm(v,2) %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλύζκαηνο δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο% 

ans = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

    0.3333 

    0.6667 

   -0.6667 

Τα απνηειέζκαηα ηεο PowerM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο: 
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k m 𝐱  

1 -2 [ 0,2, 1, -1 ]
T
 

2 -9 [ 0,6, 1, -1 ]
T 

3 -13 [ 0,476923, 1, -1 ]
T 

4 -11,7692 [ 0,505882, 1, -1 ]
T 

5 -12,0588 [ 0,498537, 1, -1 ]
T 

6 -11,9854 [ 0,500366, 1, -1 ]
T 

7 -12,0037 [ 0,499908, 1, -1 ]
T 

8 -11,9991 [ 0,500023, 1, -1 ]
T 

9 -12,0002 [ 0,499994, 1, -1 ]
T 

10 -11,9999 [ 0,500001, 1, -1 ]
T 

11 -12 [ 0,5, 1, -1 ]
T 

12 -12 [ 0,5, 1, -1 ]
T 

φπνπ:  

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

PowerM 

k 12 

lamda -12,0000 

𝐯  [ 0,5000, 1,0000, -1,0000 ]
T 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [ 0,3333, 0,6667, -0,6667]
T 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

v / v  2: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαλνληθνπνηεκέλε. 

Καιψληαο  ηε ζπλάξηεζε eig, πνπ είλαη απφ ηηο έηνηκεο ζπλαξηήζεηο ζε κνξθή m-file 

ηεο βηβιηνζήθεο ηνπ Matlab, ην πξφγξακκα καο εκθαλίδεη ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα 

αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Α ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή. 

>> [X,L]=eig(A) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε eig ζην πξόγξακκα% 

X = %εκθάληζε ηδηνδηαλπζκάησλ αλά ζηήιε% 

0.5774    -0.3333     0.4082 

-0.5774   -0.6667     0.8165 

0.5774      0.6667     0.4082 
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L = %εκθάληζε αληίζηνηρσλ ηδηνηηκώλ αλά ζηήιε% 

3.0000         0          0 

     0   -12.0000           0 

     0             0         -3.0000 

Τα απνηειέζκαηα ηεο eig θαίλνληαη θαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

L 𝐗  

3 [ 0,5774, -0,5774, 0,5774 ]
T 

-12 [ -0,3333, -0,6667, 0,6667 ]
T
 

-3 [ 0,4082, 0,8165, 0,4082 ]
T
 

φπνπ: 

L: νη ηδηνηηκέο ι ηνπ πίλαθα Α, 

X : ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥  ηνπ πίλαθα Α. 

Ζ κέγηζηε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α είλαη ε 𝑚𝑎𝑥  L1 ,  L2 ,  L3  =

𝑚𝑎𝑥  3 ,  −12 ,  −3  = 12 θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα είλαη ην 𝑥 =  
−0,3333
−0,6667
0,6667

 . 

Παξαηεξνχκε φηη ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο πνπ πξνέθπςε απφ ηελ κέζνδν 

ησλ δπλάκεσλ είλαη ίζε κε ηε κέγηζηε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή πνπ βξίζθνπκε 

ζηε ζπλάξηεζε eig. Γειαδή, lamda = 𝑚𝑎𝑥  L1 ,  L2 ,  L3  = 12. 

Τν ηδηνδηάλπζκα 𝑥  πνπ βξίζθνπκε ζηε ζπλάξηεζε eig παξαηεξνχκε φηη ηζνχηαη κε:  

𝑥 = −
v 

 v  2
= −

 0,5 1 −1 T

 0,52+12+(−1)2
= −

 0,5 1 −1 T

1,5
=  

−0,3333
−0,6667
0,6667

 . 

Παξαηεξνχκε φηη ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο 𝐯  κε ην ηδηνδηάλπζκα 𝒙  

πνπ βξίζθνπκε ζηε ζπλάξηεζε eig ζπλδέεηαη κε ηε ζρέζε: 

𝒙 = 𝝆 ⋅
𝐯 

 𝐯  𝟐
, 

κε 𝜌 ∈ ℝ. 

Σην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, 𝜌 = −1. 

Αλ ζέινπκε ηα ηδηνδηαλχζκαηα ζε κε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή, ρξεζηκνπνηνχκε ζην 

Matlab ηελ εληνιή: 

>> [X,L]=eig(A,'nobalance') 

Καη καο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 
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X = 

    1.0000   -0.5000    0.5000 

   -1.0000   -1.0000    1.0000 

    1.0000    1.0000    0.5000 

 

3.3   Η μέθοδοσ των δυνάμεων για ςυμμετρικούσ πίνακεσ 
 

Σε απηή ηελ ελφηεηα ζα αλαιχζνπκε ηε ζπκκεηξηθή κέζνδν ησλ δπλάκεσλ 

αιγνξηζκηθά θαη αθνινπζψληαο ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ ζα εθαξκφζνπκε 

παξάδεηγκα. Δπίζεο, ζα πινπνηήζνπκε ηνλ αιγφξηζκν ζε θψδηθα Matlab θαη ζα ηνλ 

εθαξκφζνπκε ζε πίλαθα ρξεζηκνπνηψληαο ην πξφγξακκα ηνπ Matlab. 

Γηα λα πξνζεγγίζνπκε ηελ θπξίαξρε ηδηνηηκή θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα ελφο 

ζπκκεηξηθνύ n×n πίλαθα Α, ρξεζηκνπνηνχκε έλα κε κεδεληθφ δηάλπζκα 𝒙  σο 

αξρηθφ δηάλπζκα. 

Ωο νξίζκαηα εηζόδνπ ζηνλ αιγφξηζκν, εηζάγνπκε ηνλ πίλαθα Α, ην αξρηθφ δηάλπζκα 

𝒙  , ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα tol (tolerance=αλεθηηθφηεηα) θαη ηνλ κέγηζην επηζπκεηφ 

αξηζκφ επαλαιήςεσλ Ν. 

Καηά ηνλ ηεξκαηηζκό ηνπ αιγνξίζκνπ, αλακέλνπκε λα καο εκθαλίδεη σο ηειηθά 

απνηειέζκαηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο 𝒎(𝒌) θαη ηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

αληίζηνηρνπ ηδηνδηαλχζκαηνο 𝒙 (𝒌). Δλαιιαθηηθά, ζηελ πεξίπησζε πνπ ε πξνζέγγηζε 

ηδηνηηκήο θαη ε πξνζέγγηζε ηδηνδηαλχζκαηνο δελ βξέζεθαλ, ζα καο εκθαλίδεη ζρεηηθφ 

κήλπκα. 

Καηά ηελ εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ αθνινπζνχκε ηα εμήο βήκαηα: 

Βήμα 1: 

Γηαηξνχκε ην αξρηθφ δηάλπζκα 𝑥  κε ηε λφξκα-2 απηνχ. Έηζη, έρνπκε: 

𝒙 (𝟎) =
𝒙 

 𝒙  𝟐
. 

Βήμα 2: 

Γηα 𝒌 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝑵,  κε βήκα 1, εθηεινχκε ηα βήμαηα 3-8. 

Βήμα 3: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦 (𝑘) πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ πίλαθα Α κε ην δηάλπζκα 𝑥 (𝑘−1). Έηζη, έρνπκε: 
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𝒚 (𝒌) = 𝜜 ⋅ 𝒙 (𝒌−𝟏). 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 𝑘-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο 𝑚(𝑘) πνιιαπιαζηάδνληαο 

ηνλ αλάζηξνθν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (𝑘−1) κε ην δηάλπζκα 𝑦 (𝑘). Έηζη, έρνπκε: 

𝒎(𝒌) =  𝒙 (𝒌−𝟏) 
𝐓

⋅ 𝒚 (𝒌). 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηε λφξκα-2 ηνπ 𝑦 (𝑘). 

Αλ  𝒚 (𝒌) 
𝟐

= 𝟎, εκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ην κήλπκα “Επιλέξηε νέο απσικό 

διάνςζμα και ξαναπποζπαθήζηε” θαη ην πξφγξακκα ηεξκαηίδεη. 

Αιιηψο, ζπλερίδνπκε ζην επφκελν βήκα. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 𝑒𝑟𝑟(𝑘) ππνινγίδνληαο ηε λφξκα-2 ηεο δηαθνξάο ησλ 

δχν ηειεπηαίσλ δηαδνρηθψλ ηδηνδηαλπζκάησλ. Έηζη, έρνπκε: 

𝒆𝒓𝒓(𝒌) =  
𝒚 (𝒌)

 𝒚 (𝒌) 
𝟐

− 𝒙 (𝒌−𝟏) 
𝟐

. 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 𝑘-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο 𝑥 (𝑘) δηαηξψληαο 

ην δηάλπζκα 𝑦 (𝑘) κε ηε λφξκα-2 απηνχ. Έηζη, έρνπκε: 

𝒙 (𝒌) =
𝒚 (𝒌)

 𝒚 (𝒌) 𝟐
. 

Βήμα 8: 

Δκθαλίδνπκε ζηελ νζφλε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒎(𝒌) ηεο ηδηνηηκήο θαη ηελ 

k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒙  𝒌  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Αλ  𝒆𝒓𝒓(𝒌) < tol , εκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ε ηειεπηαία πξνζέγγηζε ηεο 

ηδηνηηκήο πνπ πξνέθπςε θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα θαη ηεξκαηίδεη ε 

δηαδηθαζία ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Αιιηψο, επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 2-8. 

Όηαλ ε ζπλζήθε (𝒆𝒓𝒓(𝒌) < tol) είλαη αλαιεζήο θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηεο 

εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ, εθηεινχληαη φιεο νη επαλαιήςεηο ηνπ βξφγρνπ 

ρσξίο λα έρνπκε πιεζηάζεη ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα. 
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Βήμα 9: 

Δκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ην κήλπκα εμφδνπ “Ο αλγόπιθμορ έσει ςπεπβεί ηο 

μέγιζηο απιθμό επαναλήτευν” θαη ην πξφγξακκα ηεξκαηίδεη. 

 

 Παράδειγμα 31: 

Έζησ ν ζπκκεηξηθφο πίλαθαο Α ηχπνπ 3×3: 

𝛢 =  
4 −1 1

−1 −3 −2
1 −2 3

 . 

Γηα λα βξνχκε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ αληίζηνηρσλ ηδηνδηαλπζκάησλ 

ηνπ πίλαθα Α κε ηε ζπκκεηξηθή κέζνδν ησλ δπλάκεσλ, αθνινπζνχκε ηελ εμήο 

δηαδηθαζία κε βάζε ηα βήκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ελφηεηα 3.3: 

Βήμα 1: 

Θεσξνχκε αξρηθφ δηάλπζκα 

𝑥 =  
1
0
0
  . 

Γηαηξνχκε ην αξρηθφ δηάλπζκα 𝑥  κε ηε λφξκα-2 απηνχ. Έηζη, έρνπκε: 

𝑥 (0) =
𝑥 

 𝑥  2
=

 1 0 0 T

  1 2 +  0 2 +  0 2
=

 1 0 0 T

1
=  

1
0
0
 . 

Βήμα 2: 

Γηα 𝑘 = 1,2,3, … , 𝑁,  κε βήκα 1, εθηεινχκε ηα βήμαηα 3-7. 

𝒌 = 𝟏 

Βήμα 3: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦 (1) πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ πίλαθα Α κε ην δηάλπζκα 𝑥 (0). Έηζη, έρνπκε: 

𝑦 (1) = 𝛢 ⋅ 𝑥 (0) =  
4 −1 1

−1 −3 −2
1 −2 3

 ⋅  
1
0
0
 =  

4 ⋅ 1 + (−1) ⋅ 0 + 1 ⋅ 0

(−1) ⋅ 1 +  −3 ⋅ 0 +  −2 

1 ⋅ 1 +  −2 ⋅ 0 + 3 ⋅ 0

⋅ 0 

=  
4

−1
1

 . 
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Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 1ε πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο 𝑚(1) πνιιαπιαζηάδνληαο ηνλ 

αλάζηξνθν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (0) κε ην δηάλπζκα 𝑦 (1). Έηζη, έρνπκε: 

𝑚(1) =  𝑥 (0) 
T

⋅ 𝑦 (1) =  1 0 0 ⋅  
4

−1
1

 = 1 ⋅ 4 + 0 ⋅ (−1) + 0 ⋅ 1 = 4. 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηε λφξκα-2 ηνπ 𝑦 (1). 

 𝑦 (1) 
2

=   4 2 +  −1 2 +  1 2 =  18 = 3 2. 

Παξαηεξνχκε φηη  𝑦 (1) 
2

≠ 0. Άξα, ζπλερίδνπκε ζην επφκελν βήκα. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 1ε πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο 𝑥 (1) δηαηξψληαο ην 

δηάλπζκα 𝑦 (1) κε ηε λφξκα-2 απηνχ. Έηζη, έρνπκε: 

𝑥 (1) =
𝑦 (1)

 𝑦 (1) 2
=

 4 −1 1 T

3 2
=

 
 
 
 
 
 
 2 2

3

−
 2

6

 2

6  
 
 
 
 
 
 

. 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 𝑒𝑟𝑟(1) ππνινγίδνληαο ηε λφξκα-2 ηεο δηαθνξάο ησλ 

δχν ηειεπηαίσλ δηαδνρηθψλ ηδηνδηαλπζκάησλ: 

𝑒𝑟𝑟(1) =  𝑥 (1) − 𝑥 (0) 
2
, 

𝑥 (1) − 𝑥 (0) =

 
 
 
 
 

2 2

3

−
 2

6

 2

6  
 
 
 
 

−  
1
0
0
 =  

−0,0571
−0,2357
0,2357

 . 

Έηζη, έρνπκε: 

𝑒𝑟𝑟(1) =  𝑥 (1) − 𝑥 (0) 
2

=   −0,0571 −0,2357 0,2357 T 2

=   −0,0571 2 +  −0,2357 2 +  0,2357 2

=  0,0032 + 0,0555 + 0,0555 =  0,1142 = 0,3379. 
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Παξαηεξνχκε φηη 𝑒𝑟𝑟(1) > tol, επνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 3-7, γηα 

𝒌 = 𝟐: 

Βήμα 3: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦 (2) πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ πίλαθα Α κε ην δηάλπζκα 𝑥 (1). Έηζη, έρνπκε: 

𝑦  2 = 𝛢 ⋅ 𝑥  1 =  
4 −1 1

−1 −3 −2
1 −2 3

 ⋅

 
 
 
 
 
 
 2 2

3

−
 2

6

 2

6  
 
 
 
 
 
 

= 

=

 
 
 
 
 
 
 
 4 ⋅

2 2

3
+ (−1) ⋅  −

 2

6
 + 1 ⋅

 2

6

(−1) ⋅
2 2

3
+  −3 ⋅  −

 2

6
 +  −2 

1 ⋅
2 2

3
+  −2 ⋅  −

 2

6
 + 3 ⋅

 2

6

⋅
 2

6

 
 
 
 
 
 
 
 

=

 
 
 
 
 3 2

−
 2

2

3 2  
 
 
 
 

. 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 2ε πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο 𝑚(2) πνιιαπιαζηάδνληαο ηνλ 

αλάζηξνθν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (1) κε ην δηάλπζκα 𝑦 (2). Έηζη, έρνπκε: 

𝑚(2) =  𝑥 (1) 
T

⋅ 𝑦 (2) =  
2 2

3
−

 2

6

 2

6
 ⋅

 
 
 
 
 3 2

−
 2

2

3 2  
 
 
 
 

=
2 2

3
⋅ 3 2 +  −

 2

6
 ⋅  −

 2

2
 +

 2

6
⋅ 3 2 = 4 +

1

6
+ 1

=
31

6
≅ 5,166. 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηε λφξκα-2 ηνπ 𝑦 (2). 

 𝑦 (2) 
2

=   3 2 
2

+  −
 2

2
 

2

+  3 2 
2

=
73

2
= 36,5. 

Παξαηεξνχκε φηη  𝑦 (1) 
2

≠ 0. Άξα, ζπλερίδνπκε ζην επφκελν βήκα. 
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Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 2ε πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο 𝑥 (2) δηαηξψληαο ην 

δηάλπζκα 𝑦 (2) κε ηε λφξκα-2 απηνχ. Έηζη, έρνπκε: 

𝑥 (2) =
𝑦 (2)

 𝑦 (2) 2
=

 3 2 −
 2
2 3 2 

T

73
2

=

 
 
 
 
 
 
 6 2

73

−
 2

73

6 2

73  
 
 
 
 
 
 

. 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 𝑒𝑟𝑟(2) ππνινγίδνληαο ηε λφξκα-2 ηεο δηαθνξάο ησλ 

δχν ηειεπηαίσλ δηαδνρηθψλ ηδηνδηαλπζκάησλ: 

𝑒𝑟𝑟(2) =  𝑥 (2) − 𝑥 (1) 
2
, 

𝑥 (2) − 𝑥 (1) =

 
 
 
 
 

6 2

73

−
 2

73

6 2

73  
 
 
 
 

−

 
 
 
 
 

2 2

3

−
 2

6

 2

6  
 
 
 
 

=  
−0,8266
0,2164

−0,1195
 . 

Έηζη, έρνπκε: 

𝑒𝑟𝑟(2) =  𝑥 (2) − 𝑥 (1) 
2

=   −0,8266 0,2164 −0,1195 T 2

=   −0,8266 2 +  0,2164 2 +  −0,1195 2

=  0,6832 + 0,0468 + 0,0142 =  0,7442 = 0,8626 

Παξαηεξνχκε φηη 𝑒𝑟𝑟(2) > tol, επνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 2-7, έσο φηνπ 

ηζρχζεη 𝑒𝑟𝑟(𝑘) < tol. 

Αλ ε ζπλζήθε (𝑒𝑟𝑟(𝑘) < tol) είλαη αλαιεζήο θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηεο εθηέιεζεο ηνπ 

αιγνξίζκνπ, εθηεινχληαη φιεο νη επαλαιήςεηο ηνπ βξφγρνπ ρσξίο λα έρνπκε 

πιεζηάζεη ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα. 

 

3.3.1  Η ςυμμετρική μέθοδοσ των δυνάμεων ςε κώδικα Matlab 

Τν παξαθάησ m-file αλαπαξηζηά ηε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ γηα ζπκκεηξηθνχο πίλαθεο                                  

ζε θψδηθα Matlab: 

 
function [lamda,v] = SymPowM(A,x,tol,N) 

%νξίζκαηα εηζόδνπ: A:πίλαθαο, x:αξρηθό δηάλπζκα, tol:πξνβιεπόκελν 

ζθάικα, N:κέγηζηνο αξηζκόο επαλαιήςεσλ% 

%νξίζκαηα εμόδνπ: lamda:ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, v: ηειηθή 

πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 
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x=x/norm(x,2); %βήκα 1% 
for k=1:N %βήκα 2% 
    y=A*x; %βήκα 3% 
    m=x'*y; %βήκα 4% 
    if ((norm(y,2))==0) %βήκα 5% 
        error('Select a new vector and restart') 
        disp('') 
        return; 
    end 
    err=norm(x-(y/norm(y,2)),2); %βήκα 6% 
    x=y/norm(y,2); %βήκα 7-8% 
    fprintf('k=%4d m=%g x=[%g,%g,%g]\n',k,m,x); 

%εκθάληζε ησλ πξνζεγγίζεσλ ηδηνηηκώλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ ζε θάζε 

επαλάιεςε ηνπ βξόγρνπ% 
    if(err<tol)  
        lamda=m; 
        v=x; 
        return; 
    end 
end 

disp('Maximum number of iterations exceeded') %βήκα 9% 
end 

 
3.3.2   Εφαρμογή ςτο Matlab με χρήςη τησ ςυμμετρικήσ μεθόδου των δυνάμεων 

Παξαθάησ, παξαζέηνπκε κηα εθαξκνγή ζην Matlab θαηά ηελ νπνία εηζάγνπκε σο 

δεδνκέλα ζην παξάζπξν Command Window ηνπ πξνγξάκκαηνο, ηα ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα Α απφ ην παξάδεηγκα 31, ην αξρηθφ δηάλπζκα x =  1 0 0 T , ηελ επηζπκεηή 

αθξίβεηα tol = 10−6 θαη ηνλ κέγηζην αξηζκφ επαλαιήςεσλ 𝛮 = 50. Καινχκε απφ ην 

πξφγξακκα ηε ζπλάξηεζε ηεο ζπκκεηξηθήο κεζφδνπ ησλ δπλάκεσλ πνπ έρνπκε 

απνζεθεχζεη ζε κνξθή m-file ζηε βηβιηνζήθε ηνπ Matlab σο SymPowM.m θαη καο 

δίλεη ηα απνηειέζκαηα απηήο ηεο πξνζεγγηζηηθήο κεζφδνπ. 

>> A=[4 -1 1;-1 -3 -2;1 -2 3] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα% 

A = 

     4    -1     1 

    -1     3    -2 

     1    -2     3 

>> x=[1;0;0] %εηζάγνπκε ην αξρηθό δηάλπζκα% 

x = 

     1 

     0 

     0 

>> tol=10^(-6); %εηζάγνπκε ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα% 
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>> Ν=50; %εηζάγνπκε ην κέγηζην αξηζκό επαλαιήςεσλ% 

>> [lamda,v] = SymPowM(A,x,tol,Ν) %θαινύκε ηε ζπκκεηξηθή ζπλάξηεζε% 

%εκθαλίδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο ζπκκεηξηθήο κεζόδνπ% 

k = 1    m = 4.000000   x = [ 0.942809 , -0.235702 ,  0.235702 ] 

k = 2    m = 4.666667   x = [ 0.884652 , -0.147442 ,  0.442326 ]  

k = 3    m = 4.956522   x = [ 0.824243 , -0.264935 ,  0.500433 ]  

k = 4    m = 5.050260   x = [ 0.801054 , -0.203166 ,  0.563060 ]  

k = 5    m = 5.079183   x = [ 0.780309 , -0.258962 ,  0.569260 ]  

k = 6    m = 5.088718   x = [ 0.775472 , -0.224219 ,  0.590228 ]  

k = 7    m = 5.092235   x = [ 0.768766 , -0.251902 ,  0.587830 ]  

k = 8    m = 5.093691   x = [ 0.768400 , -0.233323 ,  0.595921 ]  

k = 9    m = 5.094351   x = [ 0.766032 , -0.247360 ,  0.593303 ]  

k = 10   m = 5.094669   x = [ 0.766405 , -0.237600 ,  0.596800 ]  

k = 11   m = 5.094828   x = [ 0.765465 , -0.244792 ,  0.595097 ]  

k = 12   m = 5.094909   x = [ 0.765802 , -0.239703 ,  0.596732 ]  

k = 13   m = 5.094950   x = [ 0.765388 , -0.243407 ,  0.595763 ]  

k = 14   m = 5.094971   x = [ 0.765600 , -0.240765 ,  0.596565 ]  

k = 15   m = 5.094982   x = [ 0.765404 , -0.242677 ,  0.596041 ]  

k = 16   m = 5.094988   x = [ 0.765523 , -0.241307 ,  0.596444 ]  

k = 17   m = 5.094991   x = [ 0.765426 , -0.242295 ,  0.596167 ]  

k = 18   m = 5.094992   x = [ 0.765490 , -0.241585 ,  0.596373 ]  

k = 19   m = 5.094993   x = [ 0.765441 , -0.242097 ,  0.596229 ]  

k = 20   m = 5.094994   x = [ 0.765475 , -0.241729 ,  0.596334 ]  

k = 21   m = 5.094994   x = [ 0.765450 , -0.241994 ,  0.596259 ]  

k = 22   m = 5.094994   x = [ 0.765468 , -0.241804 ,  0.596314 ]  

k = 23   m = 5.094994   x = [ 0.765455 , -0.241940 ,  0.596275 ]  

k = 24   m = 5.094994    x = [  0.765404 , -0.242677 ,  0.596041 ]  
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k = 25   m = 5.094994   x = [ 0.765457 , -0.241913 ,  0.596283 ]  

k = 26   m = 5.094994   x = [ 0.765462 , -0.241862 ,  0.596297 ]  

k = 27   m = 5.094994   x = [ 0.765459 , -0.241898 ,  0.596287 ]  

k = 28   m = 5.094994    x = [ 0.765461 , -0.241872 ,  0.596294 ]  

k = 29   m = 5.094994    x = [ 0.765459 , -0.241891 ,  0.596289 ]  

k = 30   m = 5.094994    x = [ 0.765461 , -0.241877 ,  0.596293 ]  

k = 31   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241887 ,  0.596290 ]  

k = 32   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241880 ,  0.596292 ]  

k = 33   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241885 ,  0.596291 ]  

k = 34   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241882 ,  0.596292 ]  

k = 35   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241884 ,  0.596291 ]  

k = 36   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241882 ,  0.596291 ]  

k = 37   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241884 ,  0.596291 ]  

k = 38   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241883 ,  0.596291 ]  

k = 39   m = 5.094994   x = [ 0.765460 , -0.241883 ,  0.596291 ] 

lamda =    %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

    5.0950 

v =            %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    0.7655 

   -0.2419 

    0.5963 

Τα απνηειέζκαηα ηεο SymPowM θαίλνληαη θαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

k m 𝐱  

1 4,000000 [ 0,942809 , -0,235702 ,  0,235702 ]
Τ 

2 4,666667 [ 0,884652 , -0,147442 ,  0,442326 ]
Τ 

3 4,956522 [ 0,801054 , -0,203166 ,  0,563060 ]
Τ 

4 5,050260 [ 0,824243 , -0,264935 ,  0,500433 ]
Τ 

5 5,079183 [ 0,780309 , -0,258962 ,  0,569260 ]Τ 

6 5,088718 [ 0,775472 , -0,224219 ,  0,590228 ]
Τ
 

7 5,092235 [ 0,768400 , -0,233323 ,  0,595921 ]
Τ
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8 5,093691 [ 0,768766 , -0,251902 ,  0,587830 ]
Τ
 

9 5,094351 [ 0,765600 , -0,240765 ,  0,596565 ]
Τ 

10 5,094669 [ 0,766405 , -0,237600 ,  0,596800 ]
Τ
 

11 5,094828 [ 0,765465 , -0,244792 ,  0,595097 ]
Τ
 

12 5,094993 [ 0,765802 , -0,239703 ,  0,596732 ]
Τ
 

13 5,094950 [ 0,765388 , -0,243407 ,  0,595763 ]
Τ
 

14 5,094971 [ 0,766032 , -0,247360 ,  0,593303 ]
Τ
 

15 5,094982 [ 0,765404 , -0.242677 ,  0,596041 ]
Τ
 

16 5,094988 [ 0,765523 , -0,241307 ,  0,596444 ]
Τ
 

17 5,094991 [ 0,765441 , -0,242097 ,  0,596229 ]
Τ
 

18 5,094992 [ 0,765490 , -0,241585 ,  0,596373 ]Τ 

19 5,094909 [ 0,765426 , -0,242295 ,  0,596167 ]
Τ
 

20 5,094994 [ 0,765475 , -0,241729 ,  0,596334 ]
Τ
 

21 5,094994   [ 0,765450 , -0,241994 ,  0,596259 ]
Τ
 

22 5,094994   [ 0,765468 , -0,241804 ,  0,596314 ]
Τ
 

23 5,094994   [ 0,765455 , -0,241940 ,  0,596275 ]
Τ
 

24 5,094994   [ 0,765404 , -0,242677 ,  0,596041 ]
Τ
 

25 5,094994   [ 0,765462 , -0,241862 ,  0,596297 ]
Τ
 

26 5,094994   [ 0,765457 , -0,241913 ,  0,596283 ]
Τ
 

27 5,094994   [ 0,765459 , -0,241898 ,  0,596287 ]
Τ 

28 5,094994   [ 0,765461 , -0,241872 ,  0,596294 ]
Τ 

29 5,094994   [ 0,765459 , -0,241891 ,  0,596289 ]
Τ
 

30 5,094994   [ 0,765461 , -0,241877 ,  0,596293 ]
Τ
 

31 5,094994   [ 0,765460 , -0,241887 ,  0,596290 ]
Τ
 

32 5,094994   [ 0,765460 , -0,241885 ,  0,596291 ]
Τ
 

33 5,094994   [ 0,765460 , -0,241880 ,  0,596292 ]
Τ
 

34 5,094994   [ 0,765460 , -0,241883 ,  0,596291 ]
Τ 

35 5,094994   [ 0,765460 , -0,241884 ,  0,596291 ]Τ 

36 5,094994   [ 0,765460 , -0,241882 ,  0,596291 ]Τ 

37 5,094994   [ 0,765460 , -0,241884 ,  0,596291 ]
Τ
 

38 5,094994   [ 0,765460 , -0,241883 ,  0,596291 ]
Τ
 

39 5,094994   [ 0,765460 , -0,241882 ,  0,596292 ]Τ 

φπνπ:  

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

Καιψληαο  ηε ζπλάξηεζε eig, πνπ είλαη απφ ηηο έηνηκεο ζπλαξηήζεηο ζε κνξθή m-file 

ηεο βηβιηνζήθεο ηνπ Matlab, ην πξφγξακκα καο εκθαλίδεη ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα 

αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Α ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή. 

 >> [X,L]=eig(A) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε eig ζην πξόγξακκα% 
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X =    %εκθάληζε ηδηνδηαλπζκάησλ αλά ζηήιε% 

   -0.0892   -0.6373    0.7655 

   -0.9576   -0.1565   -0.2419 

   -0.2740    0.7546    0.5963 

L =       %εκθάληζε αληίζηνηρσλ ηδηνηηκώλ αλά ζηήιε% 

   -3.6653     0         0 

         0    2.5703     0 

         0         0     5.0950 

Τα απνηειέζκαηα ηεο eig θαίλνληαη θαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

L 𝐗  

-3,6653 [ -0,0892, -0,9576, -0,2740 ]
T 

2,5703 [ -0,6373, -0,1565, 0,7546 ]
T 

 

5,0950 [  0,7655, -0,2419, 0,5963 ]
T
 

φπνπ: 

L: νη ηδηνηηκέο ι ηνπ πίλαθα Α, 

X : ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥  ηνπ πίλαθα Α. 

Ζ κέγηζηε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α είλαη ε 𝑚𝑎𝑥  L1 ,  L2 ,  L3  =

𝑚𝑎𝑥  −3,6653 ,  2,5703 ,  5,0950  = 5,0950 θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα είλαη 

ην 𝑥 =  
0,7655

−0,2419
0,5963

 . 

Παξαηεξνχκε φηη ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο πνπ πξνέθπςε απφ ηε 

ζπκκεηξηθή κέζνδν ησλ δπλάκεσλ είλαη ίζε κε ηε κέγηζηε θαηά απφιπηε ηηκή 

ηδηνηηκή πνπ βξίζθνπκε ζηε ζπλάξηεζε eig. Γειαδή: 

lamda = 5,0950 = 𝑚𝑎𝑥  L1 ,  L2 ,  L3  . 

Δπίζεο, ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο είλαη ίζε κε ην ηδηνδηάλπζκα πνπ 

βξίζθνπκε ζηε ζπλάξηεζε eig πνπ αληηζηνηρεί ζηε κέγηζηε θαηά απφιπηε ηηκή 

ηδηνηηκή. Γειαδή: 

v =  
0,7655

−0,2419
0,5963

 = 𝑥 . 

Άξα, ζπγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα ηεο ζπκκεηξηθήο κεζφδνπ ησλ δπλάκεσλ κε 

απηά ηεο eig, δηαπηζηψλνπκε φηη ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ηεο ζπκκεηξηθήο 
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κεζφδνπ ησλ δπλάκεσλ θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκά ηεο ηαπηίδνληαη κε ηε κέγηζηε 

θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηεο eig θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκά ηεο. 

Θέινληαο λα ζπγθξίλνπκε ηελ κέζνδν ησλ δπλάκεσλ κε ηε ζπκκεηξηθή κέζνδν ησλ 

δπλάκεσλ, θαινχκε ζην Matlab ηε ζπλάξηεζε PowerM θαη καο εκθαλίδεη ηα 

απνηειέζκαηα σο εμήο: 

>> [lamda,v]=PowerM(A,x,tol,N) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε PowerM % 

%εκθαλίδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο% 

k = 1     m = 4.000000   x = [ 1.000000 , -0.250000 ,  0.250000 ]  

k = 2     m = 4.500000   x = [ 1.000000 , -0.166667 ,  0.500000 ]  

k = 3     m = 4.666667   x = [ 1.000000 , -0.321429 ,  0.607143 ]  

k = 4     m = 4.928571   x = [ 1.000000 , -0.253623 ,  0.702899 ]  

k = 5     m = 4.956522   x = [ 1.000000 , -0.331871 ,  0.729532 ]  

k = 6     m = 5.061404   x = [ 1.000000 , -0.289139 ,  0.761121 ]  

k = 7     m = 5.050260   x = [ 1.000000 , -0.327671 ,  0.764642 ]  

k = 8     m = 5.092313   x = [ 1.000000 , -0.303648 ,  0.775535 ]  

k = 9     m = 5.079183   x = [ 1.000000 , -0.322911 ,  0.774515 ]  

k = 10   m = 5.097426   x = [ 1.000000 , -0.310018 ,  0.778700 ]  

k = 11   m = 5.088718   x = [ 1.000000 , -0.319795 ,  0.777433 ]  

k = 12   m = 5.097228   x = [ 1.000000 , -0.313010 ,  0.779225 ]  

k = 13   m = 5.092235   x = [ 1.000000 , -0.318018 ,  0.778380 ]  

k = 14   m = 5.096398   x = [ 1.000000 , -0.314478 ,  0.779212 ]  

k = 15   m = 5.093691   x = [ 1.000000 , -0.317057 ,  0.778727 ]  

k = 16   m = 5.095784   x = [ 1.000000 , -0.315218 ,  0.779133 ]  

k = 17   m = 5.094351   x = [ 1.000000 , -0.316549 ,  0.778870 ]  

k = 18   m = 5.095419   x = [ 1.000000 , -0.315596 ,  0.779074 ]  

k = 19   m = 5.094669   x = [ 1.000000 , -0.316284 ,  0.778934 ]  

k = 20   m = 5.095218   x = [ 1.000000 , -0.315790 ,  0.779038 ]  

k = 21   m = 5.094828   x = [ 1.000000 , -0.316146 ,  0.778965 ]  
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k = 22   m = 5.095111   x = [ 1.000000 , -0.315890 ,  0.779019 ]  

k = 23   m = 5.094909   x = [ 1.000000 , -0.316074 ,  0.778981 ]  

k = 24   m = 5.095055   x = [ 1.000000 , -0.315942 ,  0.779008 ]  

k = 25   m = 5.094950   x = [ 1.000000 , -0.316037 ,  0.778989 ]  

k = 26   m = 5.095026   x = [ 1.000000 , -0.315968 ,  0.779003 ]  

k = 27    m = 5.094971   x = [ 1.000000 , -0.316018 ,  0.778993 ]  

k = 28    m = 5.095010   x = [ 1.000000 , -0.315982 ,  0.779000 ]  

k = 29    m = 5.094982   x = [ 1.000000 , -0.316008 ,  0.778995 ]  

k = 30    m = 5.095002   x = [ 1.000000 , -0.315989 ,  0.778999 ]  

k = 31    m = 5.094988   x = [ 1.000000 , -0.316003 ,  0.778996 ]  

k = 32    m = 5.094998   x = [ 1.000000 , -0.315993 ,  0.778998 ]  

k = 33    m = 5.094991   x = [ 1.000000 , -0.316000 ,  0.778996 ]  

k = 34    m = 5.094996   x = [ 1.000000 , -0.315995 ,  0.778997 ]  

k = 35    m = 5.094992   x = [ 1.000000 , -0.315998 ,  0.778997 ]  

k = 36    m = 5.094995   x = [ 1.000000 , -0.315996 ,  0.778997 ]  

k = 37    m = 5.094993   x = [ 1.000000 , -0.315998 ,  0.778997 ]  

k = 38    m = 5.094995   x = [ 1.000000 , -0.315996 ,  0.778997 ]  

k = 39    m = 5.094994   x = [ 1.000000 , -0.315997 ,  0.778997 ]  

lamda =   %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

    5.0950 

v =          %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    1.0000 

   -0.3160 

    0.7790     

v/norm(v,2) %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 
θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

ans = %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο 

δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο% 
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    0.7655 

   -0.2419 

    0.5963 

Τα απνηειέζκαηα ηεο PowerM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο: 

k m 𝐱  

1 4,000000 [ 1,000000 , -0,250000 ,  0,250000 ]
T 

2 4,500000 [ 1,000000 , -0,166667 ,  0,500000 ]
T 

3 4,666667 [ 1,000000 , -0,321429 ,  0,607143 ]
T 

4 4,928571 [ 1,000000 , -0,253623 ,  0,702899 ]
T 

5 4,956522 [ 1,000000 , -0,331871 ,  0,729532 ]
T 

6 5,061404 [ 1,000000 , -0,289139 ,  0,761121 ]
T 

7 5,050260 [ 1,000000 , -0,327671 ,  0,764642 ]
T 

8 5,093691 [ 1,000000 , -0,303648 ,  0,775535 ]
T 

9 5,079183 [ 1,000000 , -0,322911 ,  0,774515 ]
T 

10 5,097426 [ 1,000000 , -0,310018 ,  0,778700 ]
T 

11 5,088718 [ 1,000000 , -0,319795 ,  0,777433 ]
T
 

12 5,097228 [ 1,000000 , -0,313010 ,  0,779225 ]
T 

13 5,092235 [ 1,000000 , -0,318018 ,  0,778380 ]
T
 

14 5,096398 [ 1,000000 , -0,314478 ,  0,779212 ]
T
 

15 5,092313 [ 1,000000 , -0,317057 ,  0,778727 ]
T
 

16 5,095784 [ 1,000000 , -0,315218 ,  0,779133 ]
T
 

17 5,094351 [ 1,000000 , -0,316549 ,  0,778870 ]
T
 

18 5,095419 [ 1,000000 , -0,315596 ,  0,779074 ]
T
 

19 5,094669 [ 1,000000 , -0,316284 ,  0,778934 ]
T
 

20 5,095218 [ 1,000000 , -0,315790 ,  0,779038 ]
T
 

21 5,094828 [ 1,000000 , -0,316146 ,  0,778965 ]
T
 

22 5,095111 [ 1,000000 , -0,315890 ,  0,779019 ]
T
 

23 5,094909 [ 1,000000 , -0,316074 ,  0,778981 ]
T
 

24 5,095055 [ 1,000000 , -0,315942 ,  0,779008 ]
T
 

25 5,094950 [ 1,000000 , -0,316037 ,  0,778989 ]
T
 

26 5,095026    [ 1,000000 , -0,315968 ,  0,779003 ]
T
 

27 5,094971 [ 1,000000 , -0,316018 ,  0,778993 ]
T
 

28 5,095010 [ 1,000000 , -0,315982 ,  0,779000 ]
T
 

29 5,094982 [ 1,000000 , -0,316008 ,  0,778995 ]
T
 

30 5,095002 [ 1,000000 , -0,315989 ,  0,778999 ]
T
 

31 5,094988 [ 1,000000 , -0,316003 ,  0,778996 ]
T
 

32 5,094998 [ 1,000000 , -0,315993 ,  0,778998 ]
T
 

33 5,094991 [ 1,000000 , -0,316000 ,  0,778996 ]
T
 

34 5,094996 [ 1,000000 , -0,315995 ,  0,778997 ]
T
 

35 5,094992 [ 1,000000 , -0,315998 ,  0,778997 ]
T
 

36 5,094995 [ 1,000000 , -0,315996 ,  0,778997 ]
T
 

37 5,094993 [ 1,000000 , -0,315998 ,  0,778997 ]
T
 

38 5,094995 [ 1,000000 , -0,315996 ,  0,778997 ]
T
 

39 5,094994 [ 1,000000 , -0,315997 ,  0,778997 ]
T
 

φπνπ:  
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k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

PowerM 

k 39 

lamda 5,0950 

𝐯  [ 1,0000, -0,3160, 0.7790 ]
T 

𝐯  / 𝐯  𝟐 [ 0,7655, -0,2419, 0,5963 ]
T 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

v  / v  2: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαλνληθνπνηεκέλε. 

Παξαηεξνχκε φηη ε πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο κε ρξήζε ηεο ζπκκεηξηθήο κεζφδνπ ησλ 

δπλάκεσλ ηαπηίδεηαη κε ηελ πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ηεο κεζφδνπ ησλ δπλάκεσλ, 

δειαδή θαη ζηηο δχν κεζφδνπο lamda = 5,0950. 

Σρεηηθά κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ αληίζηνηρνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, παξαηεξνχκε φηη 

δηαηξψληαο ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ βξίζθνπκε κε ηε κέζνδν 

ησλ δπλάκεσλ κε ηε λφξκα-2 απηνχ, πξνθχπηεη δηάλπζκα ίζν κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ βξίζθνπκε κε ηε ζπκκεηξηθή κέζνδν ησλ δπλάκεσλ. Γειαδή: 

v 

 v  2
=

 1 −0,3160 0,7790 T

  1 2+ −0,3160  2+ 0,7790 2
=

 1 −0,3160 0,7790 T

1,3064
=  

0,764
−0,2419
0,5963

 . 

Ζ κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ θαη ε ζπκκεηξηθή κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ εθηεινχλ ζην 

πξφγξακκα ηνλ ίδην αξηζκφ επαλαιήςεσλ. 

 

3.4   Η αντίςτροφη μέθοδοσ των δυνάμεων 

 

Σε απηή ηελ ελφηεηα ζα αλαιχζνπκε ηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ 

αιγνξηζκηθά θαη αθνινπζψληαο ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ ζα εθαξκφζνπκε 

παξάδεηγκα. Δπίζεο, ζα πινπνηήζνπκε ηνλ αιγφξηζκν ζε θψδηθα Matlab θαη ζα ηνλ 

εθαξκφζνπκε ζε πίλαθα ρξεζηκνπνηψληαο ην πξφγξακκα ηνπ Matlab.  
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Ζ αληίζηξνθε κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ είλαη κηα ηξνπνπνηεκέλε κνξθή ηεο κεζφδνπ 

ησλ δπλάκεσλ. Βαζίδεηαη ζηε ζρέζε πνπ έρνπλ νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α κε ηηο 

ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα (𝛢 − 𝑞𝐼)−1. Πην ζπγθεθξηκέλα, ηζρχεη ην εμήο: 

Αλ έλαο πίλαθαο Α έρεη ηδηνηηκέο λ1, λ2, … , λ𝛮  θαη αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 

𝑥 (1), 𝑥 (2), … , 𝑥 (𝛮), ηφηε ν πίλαθαο (𝛢 − 𝑞𝐼)−1 έρεη ηδηνηηκέο  

𝜇1 =
1

λ1 − 𝑞
, 𝜇2 =

1

λ2 − 𝑞
, … , 𝜇𝛮 =

1

λ𝛮 − 𝑞
 

θαη αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα  𝑥 (1), 𝑥 (2), … , 𝑥 (𝛮), φπνπ q≠ λ𝑖 , γηα 𝑖 = 1,2, … , 𝛮. 

Αλάινγα, αλ ν πίλαθαο (𝛢 − 𝑞𝐼)−1 έρεη ηδηνηηκέο 

𝜇1 =
1

λ1 − 𝑞
, 𝜇2 =

1

λ2 − 𝑞
, … , 𝜇𝛮 =

1

λ𝛮 − 𝑞
 

θαη αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥 (1), 𝑥 (2), … , 𝑥 (𝛮), κε q≠ λ𝑖 , γηα 𝑖 = 1,2, … , 𝛮, ηφηε ν 

πίλαθαο Α ζα έρεη ηδηνηηκέο ηηο  

𝜆1 =
1

𝜇1
+  𝑞, 𝜆2 =

1

𝜇2
+  𝑞, … , 𝜆𝑘 =

1

𝜇𝛮
+  𝑞 

θαη αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥 (1), 𝑥 (2), … , 𝑥 (𝛮), φπνπ q≠ λ𝑖 , γηα 𝑖 = 1,2, … , 𝛮. 

Δθαξκφδνληαο ηε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ ζηνλ πίλαθα (𝛢 − 𝑞𝐼)−1 αθνινπζνχκε ηα 

εμήο βήκαηα: 

1. (𝛢 − 𝑞𝐼) ⋅ 𝑦  𝑖 = 𝑥  𝑖−1 ⇔ 𝑦 𝑖 = (𝛢 − 𝑞𝐼)−1 ⋅ 𝑥 (𝑖−1), 

2. 𝑚(𝑖) = 𝑦 𝑝𝑖−1

(𝑖)
, 

3. 𝑥  𝑖 =
𝑦  𝑖 

𝑦 𝑝 𝑖

 𝑖 , 

φπνπ ζε θάζε βήκα, ε ζέζε 𝑝𝑖  αλαπαξηζηά ηνλ ειάρηζην αθέξαην γηα ηνλ νπνίν 

 𝑦 𝑝𝑖

(𝑖)
 =  𝑦  𝑖  

∞
, γηα 𝑖 = 1,2, … , 𝛮. 

Γλσξίδνπκε φηη ε κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ ππνινγίδεη ηελ αθνινπζία ησλ 

πξνζεγγίζεσλ 𝑚(1), 𝑚(2), … , 𝑚(𝛮) πνπ ζπγθιίλεη ζηε κεγαιχηεξε θαηά απφιπηε ηηκή 

ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα (𝛢 − 𝑞𝐼)−1. Άξα απφ ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 

πίλαθα Α κε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα (𝛢 − 𝑞𝐼)−1, ε αθνινπζία ησλ πξνζεγγίζεσλ 

1

𝑚(1)
+  𝑞,    

1

𝑚(2)
+  𝑞  , … ,    

1

𝑚(𝛮)
+  𝑞 

ζπγθιίλεη ζε κία ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α ε νπνία είλαη θνληά ζην 𝑞. 

Άξα, αλ ζέινπκε λα βξνχκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α, πξνζαξκφδνληαο ηελ 

αθνινπζία  
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1

𝑚(1)
+  𝑞,    

1

𝑚(2)
+  𝑞  , … ,    

1

𝑚(𝛮)
+  𝑞 

ζηε ζρέζε 𝑚(𝑖) = 𝑦 𝑝𝑖−1

(𝑖)
, πξνθχπηεη ε αθνινπζία ησλ πξνζεγγίζεσλ 

1

𝑦 𝑝0

(1)
+  𝑞,    

1

𝑦 𝑝1

(2)
+  𝑞  , … ,    

1

𝑦 𝑝𝛮−1

(𝛮)
+  𝑞 

πνπ ζπγθιίλεη ζε κία ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α. 

Παξαηεξνχκε φηη, ελψ ζηε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ ππνινγίδνπκε ηελ πξνζέγγηζε ηεο  

κέγηζηεο θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκήο, ζηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ 

ππνινγίδνπκε είηε ηελ πξνζέγγηζε ηεο ειάρηζηεο θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκήο είηε 

πξνζεγγίζεηο ηδηνηηκψλ πνπ βξίζθνληαη θνληά ζ’ έλαλ δεδνκέλν αξηζκφ 𝒒. 

Άξα, ινηπφλ, ε αληίζηξνθε κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ ππνινγίδεη κηα αθνινπζία 𝒎(𝒌) 

πξνζεγγίζεσλ γηα ηελ ηδηνηηκή πνπ είλαη πην θνληά ζε έλα ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ 𝒒 ε 

νπνία ζπγθιίλεη ζηελ ηδηνηηκή ι θαη κηα αθνινπζία 𝒙 (𝒌) πξνζεγγίζεσλ γηα ην 

ηδηνδηάλπζκα πνπ ζπγθιίλεη ζην ηδηνδηάλπζκα 𝒙 , φπνπ k= 1,2, … , 𝛮. 

Τα παξαθάησ βήκαηα πεξηγξάθνπλ ηνλ ππνινγηζκφ ηεο αληίζηξνθεο κεζφδνπ ησλ 

δπλάκεσλ γηα έλαλ δεδνκέλν n×n πίλαθα Α έρνληαο πξνζδηνξίζεη έλα αξρηθφ κε 

κεδεληθφ n×1 δηάλπζκα 𝒙 (𝟎) κε  𝑥  0   
∞

= 1, ηνλ αξηζκφ 𝒒, ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα 

tol θαη ην κέγηζην αξηζκφ επαλαιήςεσλ N: 

Βήμα 1: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝒑𝟎, κε 1 ≤ 𝑝0 ≤ 𝑛,  γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη: 

 𝒙 𝒑𝟎

(𝟎)
 = 𝟏 =  𝒙  𝟎  

∞
. 

Γειαδή, ν αξηζκφο  𝑝0 εθθξάδεη ηελ ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (0) ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ 𝑥 (0).  

Βήμα 2: 

Γηα 𝒌 = 𝟏, 𝟐, … , 𝑵 , κε βήκα 1, εθηεινχκε ηα βήμαηα 2-8. 

 Βήμα 3: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝒚  𝒌  ιχλνληαο σο πξνο 𝑦  𝑘  ην γξακκηθφ 

ζχζηεκα (𝛢 − 𝑞𝐼) ⋅ 𝑦  𝑘 = 𝑥  𝑘−1  θαη έρνπκε: 

𝒚  𝒌 = (𝜜 − 𝒒𝑰)−𝟏 ⋅ 𝒙  𝒌−𝟏 . 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒎(𝒌) ηεο ηδηνηηκήο  ηνπ Α πνπ 

ππνινγίδεη ν αιγφξηζκνο θαη έρνπκε: 
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𝒎(𝒌) =
𝟏

𝒚 𝒑𝒌−𝟏

(𝒌) + 𝒒, 

φπνπ 𝑦 𝑝𝑘−1

(𝑘)
 είλαη ην  𝑝𝑘−1 ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  𝑘 . 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝒑𝒌, κε 1 ≤ 𝑝𝑘 ≤ 𝑛,  γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη: 

 𝒚 𝒑𝒌

(𝒌)
 =  𝒚  𝒌  

∞
. 

Υπνινγίδνπκε, δειαδή, ηελ ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  𝑘  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒙  𝒌  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ 

ππνινγίδεη ν αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  𝑘  πνπ ππνινγίζακε ζην 

βήμα 5 κε ην ζηνηρείν 𝑦 𝑝𝑘

 𝑘 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  𝑘 : 

𝒙  𝒌 =
𝒚  𝒌 

𝒚 𝒑𝒌

 𝒌 
. 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝒆𝒓𝒓(𝒌) =  𝒙  𝒌 − 𝒙  𝒌−𝟏  
∞

 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Βήμα 8: 

Δκθαλίδνπκε ζηελ νζφλε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒎(𝒌) ηεο ηδηνηηκήο θαη ηελ 

k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒙  𝒌  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Αλ  𝒆𝒓𝒓(𝒌) < tol , εκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ε ηειεπηαία πξνζέγγηζε ηεο 

ηδηνηηκήο πνπ πξνέθπςε θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα θαη ηεξκαηίδεη ε 

δηαδηθαζία ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Αιιηψο, επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 2-8. 

Όηαλ ε ζπλζήθε (𝒆𝒓𝒓(𝒌) < tol) είλαη αλαιεζήο θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηεο εθηέιεζεο 

ηνπ αιγνξίζκνπ, εθηεινχληαη φιεο νη επαλαιήςεηο ηνπ βξφγρνπ ρσξίο λα έρνπκε 

πιεζηάζεη ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα. 
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Βήμα 9: 

Δκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ην κήλπκα εμφδνπ “Ο αλγόπιθμορ έσει ςπεπβεί ηο 

μέγιζηο απιθμό επαναλήτευν” θαη ην πξφγξακκα ηεξκαηίδεη. 

 

Ζ επηινγή ηνπ q θαζνξίδεη ηε ζχγθιηζε ηεο ηδηνηηκήο. Όζν πην θνληά βξίζθεηαη ν 

αξηζκφο q ζε κηα ηδηνηηκή 𝜆𝑖 , ηφζν πην γξήγνξα ζπγθιίλεη ε κέζνδνο. 

Αλ ζέζνπκε ζηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ 𝑞 = 0, πξνθχπηεη ε ειάρηζηε 

θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α. 

Έζησ 𝑞 ην πειίθν Rayleigh πνπ πξνθχπηεη σο εμήο: αλ ην 𝑥  είλαη έλα ηδηνδηάλπζκα 

ηνπ Α πνπ αλαινγεί ζηελ ηδηνηηκή λ, ηφηε: 

𝛢 ⋅ 𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑥 ⇔ 𝑥 Τ ⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑥 Τ ⋅ 𝑥 ⇔ 𝜆 =
𝑥 Τ ⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 

𝑥 Τ ⋅ 𝑥 
. 

Αληίζηνηρα, ινηπφλ, ν αξηζκφο 𝑞 ζα είλαη: 

𝑞 =
 𝑥 (0) 

Τ
⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 (0)

 𝑥 (0) Τ ⋅ 𝑥 (0)
, 

φπνπ  𝑥 (0) 
Τ
 είλαη ην αλάζηξνθν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (0). 

 

Παράδειγμα 32: 

Έζησ πίλαθαο ηχπνπ 3×3 

𝛢 =  
−4 14 0
−5 13 0
−1 0 2

 . 

Γηα λα βξνχκε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ πίλαθα Α  

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ κε κέγηζηε αλνρή 

ζθάικαηνο (επηζπκεηή αθξίβεηα) tol = 10−6, αθνινπζνχκε ηελ εμήο δηαδηθαζία κε 

βάζε ηα βήκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ελφηεηα 3.4: 

Θεσξνχκε έλα αξρηθφ κε κεδεληθφ 3×1 δηάλπζκα 𝑥 (0), κε  𝑥  0   
∞

= 1. 

Έζησ, ινηπφλ, 

𝑥  0 =  
1
1
1
 . 

Υπνινγίδνπκε ηνλ αξηζκφ 𝑞 σο εμήο: 
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𝑞 =
 𝑥 (0) 

Τ
⋅𝛢⋅𝑥 (0)

 𝑥 (0) 
Τ
⋅𝑥 (0)

=
19

3
, 

φπνπ  𝑥 (0) 
Τ
 είλαη ην αλάζηξνθν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (0). 

Βήμα 1: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝑝0, κε 1 ≤ 𝑝0 ≤ 3,  γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη: 

 𝑥 𝑝0

(0)
 = 1 =  𝑥  0  

∞
= 𝑚𝑎𝑥  1 ,  1 ,  1  . 

Γειαδή, ν αξηζκφο  𝑝0 = 1 εθθξάδεη ηελ ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑥 (0) ζηελ 

νπνία βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ 𝑥 (0).  

Βήμα 2: 

𝒌 = 𝟏 

Βήμα 3: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦  1  θαη έρνπκε: 

𝑦  1 = (𝛢 − 𝑞𝐼)−1 ⋅ 𝑥  0 =

 
 
 
 
 6 −

63

5
0

9

2
−

93

10
0

−
18

13

189

65
−

3

13 
 
 
 
 

⋅  
1
1
1
 =

 
 
 
 
 −

33

5

−
24

5
84

65  
 
 
 
 

. 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 1ε πξνζέγγηζε 𝑚(1) ηεο ηδηνηηκήο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο θαη έρνπκε: 

𝑚(1) =
1

𝑦 𝑝0

(1) + 𝑞 =
1

𝑦 1
(1) + 𝑞 = −

5

33
+

19

3
=

68

11
≅ 6,181, 

φπνπ 𝑦 𝑝0

(1)
 είλαη ην ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  1  πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζέζε 

𝑝0 = 1. 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝑝1, κε 1 ≤ 𝑝1 ≤ 3,  γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη: 

 𝑦 𝑝1

(1)
 =  𝑦  1  

∞
= 𝑚𝑎𝑥   −

33

5
 ,  −

24

5
 ,  

84

65
  =

33

5
. 

Άξα, ε ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  1  ζηελ νπνία βξίζθεηαη ην 

κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ είλαη ε  𝑝1 = 1. 
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Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 1ε πξνζέγγηζε 𝑥  1  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  1  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 5 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝1

 1 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  1 : 

𝑥  1 =
𝑦  1 

𝑦 𝑝1

 1 =
𝑦  1 

𝑦 1
 1 =

 −
33

5
−

24

5

84

65
 
Τ

−
33

5

=  

1
8

11

−
28

143

 . 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηε δηαθνξά ησλ δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο θαη πξνθχπηεη: 

𝑥  1 − 𝑥  0 =  

1
8

11

−
28

143

 −  
1
1
1
 =  

0

−
3

11

−
171

143

 . 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 𝑒𝑟𝑟(1) ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο 

δηαθνξάο ησλ δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο θαη 

πξνθχπηεη: 

𝑒𝑟𝑟(1) =  𝑥  1 − 𝑥  0  
∞

= 𝑚𝑎𝑥   0 ,  −
3

11
 ,  −

171

143
  =

171

143
≅ 1,195. 

 Βήμα 8: 

Παξαηεξνχκε φηη ην ζθάικα είλαη κεγαιχηεξν ηεο επηζπκεηήο αθξίβεηαο, 

δειαδή: 

𝑒𝑟𝑟(1) > tol. 

Δπνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 2-8. 

 Βήμα 2: 

𝒌 = 𝟐 

Βήμα 3: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦  2  θαη έρνπκε: 

𝑦  2 = (𝛢 − 𝑞𝐼)−1 ⋅ 𝑥  1 =

 
 
 
 
 6 −

63

5
0

9

2
−

93

10
0

−
18

13

189

65
−

3

13 
 
 
 
 

⋅  

1
8

11

−
28

143

 =

 
 
 
 
 −

174

55

−
249

110
683

881  
 
 
 
 

. 
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Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 2ε πξνζέγγηζε 𝑚(2) ηεο ηδηνηηκήο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο θαη έρνπκε: 

𝑚(2) =
1

𝑦 𝑝1

(2) + 𝑞 =
1

𝑦 1
(2) + 𝑞 = −

55

174
+

19

3
=

349

58
≅ 6,017, 

φπνπ 𝑦 𝑝1

(2)
 είλαη ην ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  2  πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζέζε 

𝑝1 = 1. 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝑝2, κε 1 ≤ 𝑝2 ≤ 3,  γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη: 

 𝑦 𝑝2

(2)
 =  𝑦  2  

∞
= 𝑚𝑎𝑥   −

174

55
 ,  −

249

110
 ,  

683

881
  =

174

55
. 

Άξα, ε ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  2  ζηελ νπνία βξίζθεηαη ην 

κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ είλαη ε  𝑝2 = 1. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 2ε πξνζέγγηζε 𝑥  2  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  2  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 5 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝2

 2 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  2 : 

𝑥  2 =
𝑦  2 

𝑦 𝑝2

 2 =
𝑦  2 

𝑦 1
 2 =

 −
174

55
−

249

110

683

881
 
Τ

−
174

55

=  

1
83

116

−
260

1061

 . 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηε δηαθνξά ησλ δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο θαη πξνθχπηεη: 

𝑥  2 − 𝑥  1 =

 
 
 
 
 

1
83

116

−
260

1061 
 
 
 
 

−

 
 
 
 
 

1
8

11

−
28

143 
 
 
 
 

=

 
 
 
 
 

0

−
15

1276

−
36

731  
 
 
 
 

. 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 𝑒𝑟𝑟(1) ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο 

δηαθνξάο δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο θαη πξνθχπηεη: 

𝑒𝑟𝑟(2) =  𝑥  2 − 𝑥  1  
∞

= 𝑚𝑎𝑥   0 ,  −
15

1276
 ,  −

36

731
  =

36

731
≅ 0,049. 
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Βήμα 8: 

Παξαηεξνχκε φηη ην ζθάικα είλαη κεγαιχηεξν ηεο επηζπκεηήο αθξίβεηαο, 

δειαδή: 

𝑒𝑟𝑟(2) > tol. 

Δπνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήκαηα 2-8. 

Βήμα 2: 

𝒌 = 𝟑 

Βήμα 3: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦  3  θαη έρνπκε: 

𝑦  3 = (𝛢 − 𝑞𝐼)−1 ⋅ 𝑥  2 =

 
 
 
 
 6 −

63

5
0

9

2
−

93

10
0

−
18

13

189

65
−

3

13 
 
 
 
 

⋅  

1
83

116

−
260

1061

 =

 
 
 
 
 −

1749

580

−
1075

499
617

820  
 
 
 
 

. 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 3ε πξνζέγγηζε 𝑚(3) ηεο ηδηνηηκήο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο θαη έρνπκε: 

𝑚(3) =
1

𝑦 𝑝2

(3) + 𝑞 =
1

𝑦 1
(3) + 𝑞 = −

580

1749
+

19

3
=

3499

583
≅ 6,001, 

φπνπ 𝑦 𝑝2

(3)
 είλαη ην ζηνηρείν ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  3  πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζέζε 

𝑝2 = 1. 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝑝3, κε 1 ≤ 𝑝3 ≤ 3,  γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη: 

 𝑦 𝑝3

(3)
 =  𝑦  3  

∞
= 𝑚𝑎𝑥   −

1749

580
 ,  −

1075

499
 ,  

617

820
  =

1749

580
. 

Άξα, ε ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  3  ζηελ νπνία βξίζθεηαη ην 

κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ είλαη ε  𝑝3 = 1. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 3ε πξνζέγγηζε 𝑥  3  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  3  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 5 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝3

 3 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  3 : 
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𝑥  3 =
𝑦  3 

𝑦 𝑝3

 3 =
𝑦  3 

𝑦 1
 3 =

 −
1749

580
−

1075

499

617

820
 
Τ

−
1749

580

=  

1
838

1173

−
392

1571

 . 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηε δηαθνξά ησλ δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο θαη πξνθχπηεη: 

𝑥  3 − 𝑥  2 =  

1
838

1173

−
392

1571

 −  

1
83

116

−
260

1061

 =  

0

−
71

63979

−
37

8276

 . 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 𝑒𝑟𝑟(3) ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο 

δηαθνξάο δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο θαη πξνθχπηεη: 

𝑒𝑟𝑟(3) =  𝑥  3 − 𝑥  2  
∞

= 𝑚𝑎𝑥   0 ,  −
71

63979
 ,  −

37

8276
  =

37

8276
≅ 0,004. 

Βήμα 8: 

Παξαηεξνχκε φηη ην ζθάικα είλαη κεγαιχηεξν ηεο επηζπκεηήο αθξίβεηαο, 

δειαδή: 

𝑒𝑟𝑟(3) > tol. 

Ο βξφγρνο ζα επαλαιακβάλεηαη κέρξη ην ζθάικα λα πάξεη ηηκή κηθξφηεξε ηεο 

επηζπκεηήο αθξίβεηαο. Όηαλ, δειαδή ηζρχζεη: 

𝑒𝑟𝑟(𝑘) < tol. 

Γηαθνξεηηθά, ν αιγφξηζκνο ζα εθηειέζεη ην βξφγρν Ν-θνξέο εμαληιψληαο ην κέγηζην 

επηζπκεηφ αξηζκφ επαλαιήςεσλ θαη ζα ηεξκαηίζεη αλεπηηπρψο. 

Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία είλαη εθηθηή λα εθαξκνζηεί ρξνληθά θαη ππνινγηζηηθά απφ 

ηνλ άλζξσπν. Όκσο αλ έπξεπε λα εθηειέζνπκε ην βξφγρν επαλαιήςεσλ 1000 θνξέο, 

γηα παξάδεηγκα, ζα ήηαλ εμαηξεηηθά θνπξαζηηθφ θαη ρξνλνβφξν θαη ζα ππήξρε 

ζνβαξή πηζαλφηεηα ιάζνπο ζηηο πξάμεηο. 

Υινπνηψληαο ηνλ αιγφξηζκν ζε θψδηθα Matlab κπνξνχκε λα επηηχρνπκε 

εμνηθνλφκεζε ρξφλνπ θαη αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ καο. 

 

3.4.1   Η αντίςτροφη μέθοδοσ των δυνάμεων ςε κώδικα Matlab 

Τν παξαθάησ m-file αλαπαξηζηά ηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ ζε θψδηθα 

Matlab: 

function [ lamda,v ] = InvPowM( A,x,q,tol,N ) 
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%νξίζκαηα εηζόδνπ: A:πίλαθαο, n:δηάζηαζε ηεηξαγσληθνύ πίλαθα, 

x:αξρηθό δηάλπζκα, q:πξνζδηνξηζκόο  ζπγθεθξηκέλνπ αξηζκνύ, 

tol:επηζπκεηή αθξίβεηα, N:κέγηζηνο αξηζκόο επαλαιήςεσλ% 

%νξίζκαηα εμόδνπ: lamda:ηειηθή ηδηνηηκή, v:ηειηθό ηδηνδηάλπζκα% 
p=find(abs(x)==norm(x,inf),1); %βήκα 1% 
for k=1:N  %βήκα 2% 
    y=(A-(q*eye(size(A,1))))\x; %βήκα 3% 
    m=(1/y(p))+q; %βήκα 4% 
    p=find(abs(y)==norm(y,inf),1); %βήκα 5% 
    err=norm((y/y(p))-x,inf); %βήκα 7% 
    x=y/y(p); %βήκα 6% 
    fprintf('k = %4d  m = %.6f  x =[ %.6f , %.6f ,  %.6f ] 

\n',k,m,x); %βήκα 8% 
    if(err<tol) 
         lamda=m; 
         v=x; 
         return; 
     end       
end 
lamda=m; %ηειηθή πξνζέγγηζε ηδηνηηκήο% 
v=x; %ηειηθή πξνζέγγηζε ηδηνδηαλύζκαηνο% 
disp('The maximum number of iterations exceeded') %βήκα 9% 
end 

 

3.4.2   Εφαρμογή ςτο Matlab με χρήςη τησ  αντίςτροφησ μεθόδου των δυνάμεων  

Παξαθάησ, ππνινγίδνπκε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ 

ηνπ πίλαθα Α ηνπ παξαδείγκαηνο 32 κε ηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ ζε 

πεξηβάιινλ Matlab. Δηζάγνληαο ηα δεδνκέλα ηνπ αιγνξίζκνπ θαη θαιψληαο απφ ην 

πξφγξακκα ηε ζπλάξηεζε InvPowM πνπ θηηάμακε ζε θψδηθα Matlab θαη 

απνζεθεχζακε ζην πξφγξακκα ζε κνξθή m-file, εκθαλίδνληαη ζηελ νζφλε καο ηα 

παξαθάησ: 

>> A=[-4 14 0;-5 13 0;-1 0 2] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Α% 

A = 

    -4    14     0 

    -5    13     0 

    -1     0     2 

>> x=[1;1;1] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ αξρηθνύ δηαλύζκαηνο x% 

x = 

     1 

     1 

     1 

>> q=(x'*A*x)/(x'*x) %ππνινγίδνπκε ηνλ αξηζκό q% 
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q = 

      19/3      

>> tol=10^(-6); %εηζάγνπκε ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα tol% 

>> N=50; %εηζάγνπκε ηνλ κέγηζην αξηζκό επαλαιήςεσλ Ν% 

>> [ lamda,v ] = InvPowM( A,x,q,tol,N ) %θαινύκε ηελ ζπλάξηεζε% 

k = 1   m = 6.181818   x = [ 1.000000 , 0.727273 ,  -0.195804 ]  

k = 2   m = 6.017241   x = [ 1.000000 , 0.715517 ,  -0.245052 ]  

k = 3   m = 6.001715   x = [ 1.000000 , 0.714408 ,  -0.249522 ]  

k = 4   m = 6.000171   x = [ 1.000000 , 0.714298 ,  -0.249953 ]  

k = 5   m = 6.000017   x = [ 1.000000 , 0.714287 ,  -0.249995 ]  

k = 6   m = 6.000002   x = [ 1.000000 , 0.714286 ,  -0.250000 ]  

k = 7   m = 6.000000   x = [ 1.000000 , 0.714286 ,  -0.250000 ]  

lamda =  %ηειηθή πξνζέγγηζε ηδηνηηκήο% 

       6        

v =   %ηειηθή πξνζέγγηζε ηδηνδηαλύζκαηνο% 

       1        

       0.7143      

      -0.2500     

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο InvPowM γηα ηνλ πίλαθα Α, θαίλνληαη θαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 

k m 𝐱  

1 6,181818 [ 1,000000, 0,727273 , -0,195804 ]
Τ 

2 6,017241 [ 1,000000, 0,715517 , -0,245052 ]
Τ 

3 6,001715 [ 1,000000, 0,714408 , -0,249522 ]
Τ 

4 6,000171 [ 1,000000, 0,714298 , -0,249953 ]
Τ 

5 6,000017 [ 1,000000, 0,714287 , -0,249995 ]
Τ 

6 6,000002 [ 1,000000, 0,714286 , -0,250000 ]
Τ 

7 6,000000 [ 1,000000, 0,714286 , -0,250000 ]
Τ 

φπνπ:  

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 
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x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

Παξαηεξνχκε φηη ν αιγφξηζκνο εθηέιεζε 7 επαλαιήςεηο θαη ζαλ έμνδν καο δίλεη ηε 

lamda ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαη ηε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Καιψληαο  ηε ζπλάξηεζε eig, ην πξφγξακκα καο εκθαλίδεη ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα 

αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Α ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή. 

>> [X,L]=eig(A) 

X = 

         0     0.7974     0.6667 

         0     0.5696     0.3333 

    1.0000 -0.1994   -0.6667 

L = 

    2.0000     0          0 

         0    6.0000      0 

         0          0    3.0000 

Τα απνηειέζκαηα ηεο eig θαίλνληαη θαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

L 𝐗  

2,0000 [ 0, 0, 1,0000 ]
Τ 

6,0000 [ 0,7974, 0,5696, -0,1994 ]
Τ 

3,0000 [ 0,6667, 0,3333, -0,6667 ]
Τ 

φπνπ: 

L: νη ηδηνηηκέο ι ηνπ πίλαθα Α, 

X : ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥  ηνπ πίλαθα Α. 

Όπσο βιέπνπκε, ε ζπλάξηεζε eig καο δίλεη σο έμνδν: 

𝜆1 = 2 θαη αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 𝑥  1 =  
0
0
1
 , 

𝜆2 = 6 θαη αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 𝑥 (2) =  
0,7974
0,5696

−0,1994
  θαη  

𝜆3 = 3 θαη αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 𝑥 (3) =  
0,6667
0,3333

−0,6667
 . 
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Σπγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα ηεο αληίζηξνθεο κεζφδνπ ησλ δπλάκεσλ κε απηά ηεο 

ζπλάξηεζεο eig, παξαηεξνχκε φηη lamda = 𝜆2 = 6, πνπ είλαη ε κέγηζηε θαηά απφιπηε 

ηηκή ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α, δειαδή ε ηδηνηηκή 𝜆2 ηαπηίδεηαη κε ηελ πξνζέγγηζε lamda 

ηεο ηδηνηηκήο. 

Αληίζηνηρα γηα ην ηδηνδηάλπζκα 𝑥 (2) =  
0,7974
0,5696

−0,1994
  ηζρχεη: 

v =
𝑥  2 

 𝑥  2  
∞

=
  0,7974  0,5696  −0,1994  Τ

0,7974
=  

1
0,7143
−0,25

 . 

Σπκπεξαίλνπκε φηη ην ηδηνδηάλπζκα 𝑥  2  είλαη πνιιαπιάζην ηεο πξνζέγγηζεο v  ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Σηελ αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ, ε παξάκεηξνο q, αλάινγα κε ηελ ηηκή πνπ 

ηελ πξνζδηνξίδνπκε, επεξεάδεη ηελ ηαρχηεηα ζχγθιηζεο ζηελ ηδηνηηκή. Όζν πην 

θνληά βξίζθεηαη ε ηηκή ηεο q ζηελ ηδηνηηκή, ηφζν ιηγφηεξεο επαλαιήςεηο ζα εθηειέζεη 

ν αιγφξηζκνο. 

Αλ q=0, γηα παξάδεηγκα, ε κέζνδνο ζα εθηειεζηεί 37 θνξέο κέρξη ε ηειηθή 

πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο λα ζπγθιίλεη ζηελ ηδηνηηκή ι=2, πνπ απνηειεί ηελ ειάρηζηε 

θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα, θαη ζην ηδηνδηάλπζκα x=[0, 0, 1]
Τ
, φπσο 

θαίλεηαη θαη παξαθάησ: 

>> q=0; 

>> [ lamda,v ] = InvPowM( A,x,q,tol,N ) 

k = 1    m = -18.00000     x = [ -0.117647 , 0.117647 ,  1.000000 ]  

k = 2    m = 2.428571       x = [ -0.428571 , -0.142857 ,  1.000000 ]  

k = 3    m = 2.495050      x = [ -0.495050 , -0.217822 ,  1.000000 ]  

k = 4    m = 2.463415      x = [ -0.463415 , -0.219512 ,  1.000000 ]  

k = 5    m = 2.392220      x = [ -0.392220 , -0.191248 ,  1.000000 ]  

k = 6    m = 2.310861      x = [ -0.310861 , -0.153558 ,  1.000000 ]  

k = 7    m = 2.234829      x = [ -0.234829 , -0.116717 ,  1.000000 ]  

k = 8    m = 2.171126      x = [ -0.171126 , -0.085310 ,  1.000000 ]  

k = 9    m = 2.121427      x = [ -0.121427 , -0.060624 ,  1.000000 ]  

k = 10   m = 2.084517     x = [ -0.084517 , -0.042227 ,  1.000000 ]  

k = 11   m = 2.058029     x = [ -0.058029 , -0.029004 ,  1.000000 ]  
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k = 12   m = 2.039466     x = [ -0.039466 , -0.019729 ,  1.000000 ]  

k = 13   m = 2.026667     x = [ -0.026667 , -0.013332 ,  1.000000 ]  

k = 14   m = 2.017940     x = [ -0.017940 , -0.008969 ,  1.000000 ]  

k = 15   m = 2.012032    x = [ -0.012032 , -0.006016 ,  1.000000 ]  

k = 16   m = 2.008054    x = [ -0.008054 , -0.004027 ,  1.000000 ]  

k = 17   m = 2.005384    x = [ -0.005384 , -0.002692 ,  1.000000 ]  

k = 18   m = 2.003596    x = [ -0.003596 , -0.001798 ,  1.000000 ]  

k = 19   m = 2.002400    x = [ -0.002400 , -0.001200 ,  1.000000 ]  

k = 20   m = 2.001601    x = [ -0.001601 , -0.000801 ,  1.000000 ]  

k = 21   m = 2.001068    x = [ -0.001068 , -0.000534 ,  1.000000 ]  

k = 22   m = 2.000712    x = [ -0.000712 , -0.000356 ,  1.000000 ]  

k = 23   m = 2.000475    x = [ -0.000475 , -0.000237 ,  1.000000 ]  

k = 24   m = 2.000317    x = [ -0.000317 , -0.000158 ,  1.000000 ]  

k = 25   m = 2.000211    x = [ -0.000211 , -0.000106 ,  1.000000 ]  

k = 26   m = 2.000141    x = [ -0.000141 , -0.000070 ,  1.000000 ]  

k = 27   m = 2.000094    x = [ -0.000094 , -0.000047 ,  1.000000 ]  

k = 28   m = 2.000063    x = [ -0.000063 , -0.000031 ,  1.000000 ]  

k = 29   m = 2.000042    x = [ -0.000042 , -0.000021 ,  1.000000 ]  

k = 30   m = 2.000028    x = [ -0.000028 , -0.000014 ,  1.000000 ]  

k = 31   m = 2.000019    x = [ -0.000019 , -0.000009 ,  1.000000 ]  

k = 32   m = 2.000012    x = [ -0.000012 , -0.000006 ,  1.000000 ]  

k = 33   m = 2.000008    x = [ -0.000008 , -0.000004 ,  1.000000 ]  

k = 34   m = 2.000005    x = [ -0.000005 , -0.000003 ,  1.000000 ]  

k = 35   m = 2.000004    x = [ -0.000004 , -0.000002 ,  1.000000 ]  

k = 36   m = 2.000002    x = [ -0.000002 , -0.000001 ,  1.000000 ]  

k = 37   m = 2.000002    x = [ -0.000002 , -0.000001 ,  1.000000 ]  
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lamda = 

    2.0000 

v = 

   -0.0000 

   -0.0000 

    1.0000 

Αλ q=2,1 , γηα παξάδεηγκα, ε κέζνδνο ζα εθηειεζηεί 9 θνξέο κέρξη ε ηειηθή 

πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο λα ζπγθιίλεη ζηελ ηδηνηηκή ι=2 θαη ζην ηδηνδηάλπζκα x=[0, 

0, 1]
Τ
, φπσο θαίλεηαη θαη παξαθάησ: 

>> q=2.1; 

>> [ lamda,v ] = InvPowM( A,x,q,tol,N ) 

k = 1   m = 0.967742   x = [ 0.756098 , 0.268293 ,  1.000000 ]  

k = 2   m = 2.056100   x = [ -0.056100 , -0.026814 ,  1.000000 ]  

k = 3   m = 1.992789   x = [ 0.007211 , 0.003572 ,  1.000000 ]  

k = 4   m = 2.000808   x = [ -0.000808 , -0.000403 ,  1.000000 ]  

k = 5   m = 1.999910   x = [ 0.000090 , 0.000045 ,  1.000000 ]  

k = 6   m = 2.000010   x = [ -0.000010 , -0.000005 ,  1.000000 ]  

k = 7   m = 1.999999   x = [ 0.000001 , 0.000001 ,  1.000000 ]  

k = 8   m = 2.000000   x = [ -0.000000 , -0.000000 ,  1.000000 ]  

k = 9   m = 2.000000   x = [ 0.000000 , 0.000000 ,  1.000000 ]  

lamda = 

    2.0000 

v = 

    0.0000 

    0.0000 

    1.0000 
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Αλ q=1,9, γηα παξάδεηγκα, ε κέζνδνο ζα εθηειεζηεί 8 θνξέο κέρξη ε ηειηθή 

πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο λα ζπγθιίλεη ζηελ ηδηνηηκή ι=2 θαη ζην ηδηνδηάλπζκα x=[0, 

0, 1]
Τ
, φπσο θαίλεηαη θαη παξαθάησ: 

>> q=1.9; 

>> [ lamda,v ] = InvPowM( A,x,q,tol,N ) 

k = 1   m = 0.344828   x = [ -0.180124 , -0.055901 ,  1.000000 ]  

k = 2   m = 2.036948   x = [ -0.036948 , -0.017333 ,  1.000000 ]  

k = 3   m = 2.003856   x = [ -0.003856 , -0.001899 ,  1.000000 ]  

k = 4   m = 2.000361   x = [ -0.000361 , -0.000180 ,  1.000000 ]  

k = 5   m = 2.000033   x = [ -0.000033 , -0.000016 ,  1.000000 ]  

k = 6   m = 2.000003   x = [ -0.000003 , -0.000002 ,  1.000000 ]  

k = 7   m = 2.000000   x = [ -0.000000 , -0.000000 ,  1.000000 ]  

k = 8   m = 2.000000   x = [ -0.000000 , -0.000000 ,  1.000000 ] 

lamda = 

    2.0000 

v = 

   -0.0000 

   -0.0000 

    1.0000 

Αλ q=3,1, γηα παξάδεηγκα, ε κέζνδνο ζα εθηειεζηεί 6 θνξέο κέρξη ε ηειηθή 

πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο λα ζπγθιίλεη ζηελ ηδηνηηκή ι=3 θαη ζην ηδηνδηάλπζκα x=[-1, 

-0,5, 1]
Τ
, φπσο θαίλεηαη θαη παξαθάησ: 

>> q=3.1; 

>> [ lamda,v ] = InvPowM( A,x,q,tol,N ) 

k = 1   m = 3.170732   x = [ 1.000000 , 0.512195 ,  -0.973392 ]  

k = 2   m = 2.993744   x = [ -0.996893 , -0.498001 ,  1.000000 ]  

k = 3   m = 2.999913   x = [ -0.999913 , -0.499972 ,  1.000000 ]  

k = 4   m = 2.999985   x = [ -0.999985 , -0.499992 ,  1.000000 ]  
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k = 5   m = 2.999999   x = [ -0.999999 , -0.499999 ,  1.000000 ]  

k = 6   m = 3.000000   x = [ -1.000000 , -0.500000 ,  1.000000 ]  

lamda = 

    3.0000 

v = 

   -1.0000 

   -0.5000 

    1.0000 

 

3.5   Η μέθοδοσ των πηλίκων Rayleigh 
 

Σε απηή ηελ ελφηεηα ζα αλαιχζνπκε ηε κέζνδν ησλ πειίθσλ Rayleigh αιγνξηζκηθά 

θαη αθνινπζψληαο ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ ζα εθαξκφζνπκε παξάδεηγκα. Δπίζεο, 

ζα πινπνηήζνπκε ηνλ αιγφξηζκν ζε θψδηθα Matlab θαη ζα ηνλ εθαξκφζνπκε ζε 

πίλαθα ρξεζηκνπνηψληαο ην πξφγξακκα ηνπ Matlab.  

 

Έζησ έλα κε κεδεληθφ δηάλπζκα 𝒙  θαη Α έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο. Ζ πνζφηεηα  

 𝒙 , 𝑨𝒙  

 𝒙 , 𝒙  
=

𝒙 𝐓𝑨𝒙 

𝒙 𝐓𝒙 
=

𝒙 𝑻𝑨𝒙 

 𝒙  𝟐
𝟐 

ε νπνία πξνθχπηεη απφ ηελ παξαθάησ ζρέζε 

𝛢 ⋅ 𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑥 ⇔ 𝑥 Τ ⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑥 Τ ⋅ 𝑥 ⇔ 𝜆 =
𝑥 Τ ⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 

𝑥 Τ ⋅ 𝑥 
 

θαιείηαη πειίθν Rayleigh. Τν πειίθν απηφ ζα καο θαλεί ρξήζηκν ζηελ παξαθάησ 

κέζνδν. 

Ζ κέζνδνο ησλ πειίθσλ Rayleigh απνηειεί εμέιημε ηεο αληίζηξνθεο κεζφδνπ ησλ 

δπλάκεσλ θαη ππνινγίδεη κηα αθνινπζία 𝒎(𝒌) πξνζεγγίζεσλ ηεο ηδηνηηκήο ι πνπ 

εθθξάδνληαη απφ ην πειίθν Rayleigh θαη κηα αθνινπζία 𝒙 (𝒌) πξνζεγγίζεσλ ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο 𝒙  ελφο ηεηξαγσληθνχ πίλαθα, φπνπ k= 1,2, … , 𝛮.  

Τα παξαθάησ βήκαηα πεξηγξάθνπλ ηνλ ππνινγηζκφ ηεο κεζφδνπ ησλ πειίθσλ 

Rayleigh γηα έλαλ δεδνκέλν n×n πίλαθα Α θαη έλα κε κεδεληθφ δηάλπζκα 𝒙  σο 

αξρηθφ δηάλπζκα, έρνληαο πξνζδηνξίζεη ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα tol θαη ην κέγηζην 

αξηζκφ επαλαιήςεσλ N: 
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Βήμα 1: 

Θεσξνχκε έλα αξρηθφ κε κεδεληθφ n×1 δηάλπζκα 𝒙 (𝟎) κε  𝑥  0   
∞

= 1. 

Βήμα 2: 

Υπνινγίδνπκε ηε 𝒎(𝟎) αξρηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ηνπ πίλαθα Α εθαξκφδνληαο 

ην πειίθν Rayleigh θαη έρνπκε: 

𝒎(𝟎) =
 𝒙 (𝟎) 

𝚻
⋅𝜜⋅𝒙 (𝟎)

 𝒙 (𝟎) 
𝚻
⋅𝒙 (𝟎)

. 

Βήμα 3: 

Γηα 𝒌 = 𝟏, 𝟐, … , 𝑵 , εθηεινχκε ηα βήμαηα 3-9 κε βήκα 1. 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝒚 (𝒌) πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ  𝛢 − 𝑚(𝑘−1) ⋅ 𝐼 
−1

 κε ην δηάλπζκα 𝑥 (𝑘−1) θαη έρνπκε: 

𝒚 (𝒌) =  𝜜 − 𝒎(𝒌−𝟏) ⋅ 𝑰 
−𝟏

⋅ 𝒙 (𝒌−𝟏). 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝒑𝒌, κε 1 ≤ 𝑝𝑘 ≤ 𝑛,  γηα ηνλ 

νπνίν ηζρχεη: 

 𝒚 𝒑𝒌

(𝒌)
 =  𝒚  𝒌  

∞
. 

Υπνινγίδνπκε, δειαδή, ηελ ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  𝑘  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ. 

 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒙  𝒌  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ 

ππνινγίδεη ν αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  𝑘  πνπ ππνινγίζακε ζην 

Βήμα 4 κε ην ζηνηρείν 𝑦 𝑝𝑘

 𝑘 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  𝑘 : 

𝒙  𝒌 =
𝒚  𝒌 

𝒚 𝒑𝒌

 𝒌 . 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 𝑘-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο 𝒎(𝒌) ηνπ πίλαθα Α 

εθαξκφδνληαο ην πειίθν Rayleigh θαη έρνπκε: 
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𝒎(𝒌) =
 𝒙 (𝒌) 

Τ
⋅𝜜⋅𝒙 (𝒌)

 𝒙 (𝒌) 
Τ
⋅𝒙 (𝒌)

. 

Βήμα 8: 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝒆𝒓𝒓(𝒌) =  𝒙  𝒌 − 𝒙  𝒌−𝟏  
∞

 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο ησλ δχν δηαδνρηθψλ 

πξνζεγγίζεσλ ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Βήμα 9: 

Δκθαλίδνπκε ζηελ νζφλε ηελ k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒎(𝒌) ηεο ηδηνηηκήο θαη ηελ 

k-νζηή πξνζέγγηζε 𝒙  𝒌  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Αλ  𝒆𝒓𝒓(𝒌) < tol , εκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ε ηειεπηαία πξνζέγγηζε ηεο 

ηδηνηηκήο πνπ πξνέθπςε θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα θαη ηεξκαηίδεη ε 

δηαδηθαζία ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Αιιηψο, επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 3-9. 

Όηαλ ε ζπλζήθε (𝒆𝒓𝒓(𝒌) < tol) είλαη αλαιεζήο θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηεο εθηέιεζεο 

ηνπ αιγνξίζκνπ, εθηεινχληαη φιεο νη επαλαιήςεηο ηνπ βξφγρνπ ρσξίο λα έρνπκε 

πιεζηάζεη ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα. 

Βήμα 10: 

Δκθαλίδεηαη ζηελ νζφλε καο ην κήλπκα εμφδνπ “Ο αλγόπιθμορ έσει ςπεπβεί ηο 

μέγιζηο απιθμό επαναλήτευν” θαη ην πξφγξακκα ηεξκαηίδεη. 

 

Παράδειγμα 33: 

Έζησ πίλαθαο Α ηχπνπ 3×3 

𝛢 =  
2 3 0
1 −1 5
4 5 1

 . 

Γηα λα βξνχκε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ πίλαθα Α  

ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ησλ πειίθσλ Rayleigh κε κέγηζηε αλνρή ζθάικαηνο 

(επηζπκεηή αθξίβεηα) tol = 10−6, αθνινπζνχκε ηελ εμήο δηαδηθαζία κε βάζε ηα 

βήκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ελφηεηα 3.5: 

 Βήμα 1: 

Θεσξνχκε έλα αξρηθφ κε κεδεληθφ 3×1 δηάλπζκα 𝑥 (0), κε  𝑥  0   
∞

= 1. 
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Έζησ, ινηπφλ, 

𝑥  0 =  
1
0
0
 . 

Βήμα 2: 

Υπνινγίδνπκε ηε 𝑚(0) αξρηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ηνπ πίλαθα Α εθαξκφδνληαο 

ην πειίθν Rayleigh θαη έρνπκε: 

 𝑥 (0) 
Τ

⋅ 𝛢 =  1 0 0 ⋅  
2 3 0
1 −1 5
4 5 1

 =  2 3 0 , 

 𝑥 (0) 
Τ

⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 (0) =  2 3 0 ⋅  
1
0
0
 = 2, 

 𝑥 (0) 
Τ

⋅ 𝑥 (0) =  1 0 0 ⋅  
1
0
0
 = 1, 

𝑚(0) =
 𝑥 (0) 

Τ
⋅𝛢⋅𝑥 (0)

 𝑥 (0) 
Τ
⋅𝑥 (0)

=
2

1
= 2. 

Βήμα 3: 

𝒌 = 𝟏 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦 (1) πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ  𝛢 − 𝑚(0) ⋅ 𝐼 
−1

 κε ην δηάλπζκα 𝑥 (0) θαη έρνπκε: 

𝑦 (1) =  𝛢 − 𝑚(0) ⋅ 𝐼 
−1

⋅ 𝑥 (0) =  
−0,3492 0,0476 0,2381
0,3333 0 0
0,2698 0,1905 −0,0476

 ⋅  
1
0
0
 = 

=  
−0,3492
0,3333
0,2698

 . 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝑝1, κε 1 ≤ 𝑝1 ≤ 3,  γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη: 

 𝑦 𝑝1

(1)
 =  𝑦  1  

∞
= 𝑚𝑎𝑥  −0,3492 ,  0,3333 ,  0,2698  = 0,3492. 

Υπνινγίδνπκε, δειαδή, ηελ ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  1  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ. 
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Έηζη πξνθχπηεη: 

𝑝1 = 1. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 1
ε
 πξνζέγγηζε 𝑥  1  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  1  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 4 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝1

 1 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  1 : 

𝑥  1 =
𝑦  1 

𝑦 𝑝1

 1 =
 −0,3492 0,3333 0,2698 T

−0,3492
=  

1
−0,9544
−0,7726

 . 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 1
ε
 πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο 𝑚(1) ηνπ πίλαθα Α 

εθαξκφδνληαο ην πειίθν Rayleigh θαη έρνπκε: 

 𝑥 (1) 
Τ

⋅ 𝛢 =  1 −0,9544 −0,7726 ⋅  
2 3 0
1 −1 5
4 5 1

 =

 −2,0448 0,0914 −5,5446 , 

 𝑥 (1) 
Τ

⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 (1) =  −2,0448 0,0914 −5,5446 ⋅  
1

−0,9544
−0,7726

 = 2,1517, 

 𝑥 (1) 
Τ

⋅ 𝑥 (1) =  1 −0,9544 −0,7726 ⋅  
1

−0,9544
−0,7726

 = 2,5077, 

𝑚(1) =
 𝑥 (1) 

Τ
⋅𝛢⋅𝑥 (1)

 𝑥 (1) 
Τ
⋅𝑥 (1)

=
2,1517

2,5077
= 0,858. 

Βήμα 8: 

𝑥  1 − 𝑥  0 =  
1

−0,9544
−0,7726

 −  
1
0
0
 =  

0
−0,9544
−0,7726

 . 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝑒𝑟𝑟 1 =  𝑥  1 − 𝑥  0  
∞

= 𝑚𝑎𝑥  0 ,  −0,9544 ,  −0,7726  = 0,9544, 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο ησλ δχν δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Βήμα 9: 

Παξαηεξνχκε φηη ην ζθάικα είλαη κεγαιχηεξν ηεο επηζπκεηήο αθξίβεηαο, 

δειαδή: 
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𝑒𝑟𝑟(1) = 0,9544 > tol. 

Δπνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 3-9. 

Βήμα 3: 

𝒌 = 𝟐 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦 (2) πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ  𝛢 − 𝑚(1) ⋅ 𝐼 
−1

 κε ην δηάλπζκα 𝑥 (1) θαη έρνπκε: 

𝑦 (2) =  𝛢 − 𝑚(1) ⋅ 𝐼 
−1

⋅ 𝑥 (1) =  
−0,8223
0,6464
0,4047

−0,0139
0,0053
0,2047

0,4882
−0,1859
−0,1667

 ⋅  
1

−0,9544
−0,7726

 =

 
−1,1862

0,785
0,3381

 . 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝑝2, κε 1 ≤ 𝑝2 ≤ 3,  γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη: 

 𝑦 𝑝2

(2)
 =  𝑦  2  

∞
=  𝑚𝑎𝑥  −1,1862 ,  0,785 ,  0,3381  = 1,1862. 

Υπνινγίδνπκε, δειαδή, ηελ ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  2  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ. 

Έηζη πξνθχπηεη: 

𝑝2 = 1. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 2
ε
 πξνζέγγηζε 𝑥  2  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  2  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 4 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝2

 2 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  2 : 

𝑥  2 =
𝑦  2 

𝑦 𝑝2

 2 =
 −1,1862 0,785 0,3381  T

−1,1862
=  

1
−0,6617
−0,285

 . 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 2
ε
 πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο 𝑚(2) ηνπ πίλαθα Α 

εθαξκφδνληαο ην πειίθν Rayleigh θαη έρνπκε: 
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 𝑥 (2) 
Τ

⋅ 𝛢 =  1 −0,6617 −0,285 ⋅  
2 3 0
1 −1 5
4 5 1

 =

 1,1983 2,2367 −3,5935 , 

 𝑥 (2) 
Τ

⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 (2) =  1,1983 2,2367 −3,5935 ⋅  
1

−0,6617
−0,285

 = 0,7424, 

 𝑥 (2) 
Τ

⋅ 𝑥 (2) =  1 −0,6617 −0,285 ⋅  
1

−0,6617
−0,285

 = 1,519. 

𝑚(2) =
 𝑥 (2) 

Τ
⋅𝛢⋅𝑥 (2)

 𝑥 (2) 
Τ
⋅𝑥 (2)

=
0,7424

1,519
= 0,4887. 

Βήμα 8: 

𝑥  2 − 𝑥  1 =  
1

−0,6617
−0,285

 −  
1

−0,9544
−0,7726

 =  
0

0,2927
0,4876

 . 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝑒𝑟𝑟(2) =  𝑥  2 − 𝑥  1  
∞

= 𝑚𝑎𝑥  0 ,  0,2927 ,  0,4876  = 0,4876, 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο ησλ δχν δηαδνρηθψλ 

πξνζεγγίζεσλ ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Βήμα 9: 

Παξαηεξνχκε φηη ην ζθάικα είλαη κεγαιχηεξν ηεο επηζπκεηήο αθξίβεηαο, 

δειαδή: 

𝑒𝑟𝑟(2) = 0,4876 > tol. 

Δπνκέλσο επαλαιακβάλνπκε ηα βήμαηα 3-9. 

Βήμα 3: 

𝒌 = 𝟑 

Βήμα 4: 

Υπνινγίδνπκε έλα λέν δηάλπζκα 𝑦 (3) πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ  𝛢 − 𝑚(2) ⋅ 𝐼 
−1

 κε ην δηάλπζκα 𝑥 (2) θαη έρνπκε: 
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𝑦 (3) =  𝛢 − 𝑚(2) ⋅ 𝐼 
−1

⋅ 𝑥 (2) =  
−1,3188
0,9977
0,5608

−0,0785
0,0396
0,2275

0,7679
−0,3869
−0,2688

 ⋅  
1

−0,6617
−0,285

 =

 
−1,4857
1,0817
0,4869

 . 

Βήμα 5: 

Υπνινγίδνπκε ηνλ ειάρηζην αθέξαην αξηζκφ 𝑝3, κε 1 ≤ 𝑝3 ≤ 3,  γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη: 

 𝑦 𝑝3

(3)
 =  𝑦  3  

∞
= 𝑚𝑎𝑥  −1,4857 ,  1,0817 ,  0,4869  = 1,4857. 

Υπνινγίδνπκε, δειαδή, ηελ ειάρηζηε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο 𝑦  3  ζηελ νπνία 

βξίζθεηαη ην κεγαιχηεξν θαηά απφιπηε ηηκή ζηνηρείν ηνπ. 

Έηζη πξνθχπηεη: 

𝑝3 = 1. 

Βήμα 6: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 3
ε
 πξνζέγγηζε 𝑥  3  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ ππνινγίδεη ν 

αιγφξηζκνο, δηαηξψληαο ην δηάλπζκα 𝑦  3  πνπ ππνινγίζακε ζην βήμα 4 κε ην 

ζηνηρείν 𝑦 𝑝3

 3 
 ηνπ δηαλχζκαηνο  𝑦  3 : 

𝑥  3 =
𝑦  3 

𝑦 𝑝3

 3 =
 −1,4857 1,0817 0,4869 T

−1,4857
=  

1
−0,728
−0,3277

 . 

Βήμα 7: 

Υπνινγίδνπκε ηελ 3
ε
 πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο 𝑚(3) ηνπ πίλαθα Α 

εθαξκφδνληαο ην πειίθν Rayleigh θαη έρνπκε: 

 𝑥 (3) 
Τ

⋅ 𝛢 =  1 −0,728 −0,3277 ⋅  
2 3 0
1 −1 5
4 5 1

 =

 −0,0388 2,0895 −3,9677 , 

 𝑥 (3) 
Τ

⋅ 𝛢 ⋅ 𝑥 (3) =  −0,0388 2,0895 −3,9677 ⋅  
1

−0,728
−0,3277

 =

−0,2597, 

 𝑥 (3) 
Τ

⋅ 𝑥 (3) =  1 −0,728 −0,3277 ⋅  
1

−0,728
−0,3277

 = 1,6372, 
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𝑚(3) =
 𝑥 (3) 

Τ
⋅𝛢⋅𝑥 (3)

 𝑥 (3) 
Τ
⋅𝑥 (3)

=
−0,2597

1,6372
= −0,1586. 

Βήμα 8: 

𝑥  3 − 𝑥  2 =  
1

−0,728
−0,3277

 −  
1

−0,6617
−0,285

 =  
0

−0,0663
 −0,0427

 . 

Υπνινγίδνπκε ην ζθάικα 

𝑒𝑟𝑟(3) =  𝑥  3 − 𝑥  2  
∞

= 𝑚𝑎𝑥  0 ,  −0,0663 ,  −0,0427  = 0,0663, 

ππνινγίδνληαο ηε λφξκα απείξνπ ηεο δηαθνξάο ησλ δχν δηαδνρηθψλ 

πξνζεγγίζεσλ ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο. 

Βήμα 9: 

Παξαηεξνχκε φηη ην ζθάικα είλαη κεγαιχηεξν ηεο επηζπκεηήο αθξίβεηαο, 

δειαδή: 

𝑒𝑟𝑟(3) = 0,0663 > tol. 

Ο βξφγρνο ζα επαλαιακβάλεηαη κέρξη ην ζθάικα λα πάξεη ηηκή κηθξφηεξε ηεο 

επηζπκεηήο αθξίβεηαο. Όηαλ, δειαδή ηζρχζεη: 

𝑒𝑟𝑟(𝑘) < tol. 

Γηαθνξεηηθά, ν αιγφξηζκνο ζα εθηειέζεη ην βξφγρν Ν-θνξέο εμαληιψληαο ην κέγηζην 

επηζπκεηφ αξηζκφ επαλαιήςεσλ θαη ζα ηεξκαηίζεη αλεπηηπρψο. 

Υινπνηψληαο ηνλ αιγφξηζκν ζε θψδηθα Matlab κπνξνχκε λα επηηχρνπκε 

εμνηθνλφκεζε ρξφλνπ θαη αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ καο. 

 

3.5.1   Η μέθοδοσ των πηλίκων Rayleigh ςε κώδικα Matlab 

Τν παξαθάησ m-file αλαπαξηζηά ηε κέζνδν ησλ πειίθσλ Rayleigh ζε θψδηθα Matlab: 

function [ lamda,v ] = RayleighM( A,x,tol,N ) 

%νξίζκαηα εηζόδνπ: A:πίλαθαο, x:αξρηθό δηάλπζκα, tol:επηζπκεηή 

αθξίβεηα, N:κέγηζηνο αξηζκόο επαλαιήςεσλ% 

%νξίζκαηα εμόδνπ: lamda:ηειηθή ηδηνηηκή, v:ηειηθό ηδηνδηάλπζκα% 
x=x/norm(x,inf); %βήκα 1% 
m=(x'*A*x)/(x'*x); %βήκα 2% 
for k=1:N %βήκα 3% 
    y=(A-(m*eye(size(A,1))))\x; %βήκα 4% 
    p=find(abs(y)==norm(y,inf),1); %βήκα 5% 
    err=norm(((y/y(p))-x),inf); %βήκα 8% 
    x=y/y(p); %βήκα 6% 
    m=(x'*A*x)/(x'*x); %βήκα 7% 
    fprintf('k = %4d  m = %.6f  x =[ %.6f , %.6f ,  %.6f ] 

\n',k,m,x); %βήκα 9% 
    if(err<tol) 
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         lamda=m; 
         v=x; 
         return; 
     end       
end 
lamda=m; %ηειηθή πξνζέγγηζε ηδηνηηκήο% 
v=x; %ηειηθή πξνζέγγηζε ηδηνδηαλύζκαηνο% 
disp('The maximum number of iterations exceeded') %βήκα 10% 
end 

 
3.5.2   Εφαρμογή ςτο Matlab με χρήςη τησ μεθόδου των πηλίκων Rayleigh  

Παξαθάησ, ππνινγίδνπκε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ 

ηνπ πίλαθα Α ηνπ παξαδείγκαηνο 33 κε ηε κέζνδν ησλ πειίθσλ Rayleigh ζε 

πεξηβάιινλ Matlab. Δηζάγνληαο ηα δεδνκέλα ηνπ αιγνξίζκνπ θαη θαιψληαο απφ ην 

πξφγξακκα ηε ζπλάξηεζε RayleighM πνπ θηηάμακε ζε θψδηθα Matlab θαη 

απνζεθεχζακε ζην πξφγξακκα ζε κνξθή m-file, εκθαλίδνληαη ζηελ νζφλε καο ηα 

παξαθάησ: 

A=[2 3 0;1 -1 5;4 5 1] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Α% 

A = 

     2     3     0 

     1    -1     5 

     4     5     1 

>> tol=10^(-6); %νξίδνπκε ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα tol% 

>> N=50; %νξίδνπκε ηνλ κέγηζην αξηζκό επαλαιήςεσλ Ν% 

>> x=[1;0;0] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ αξρηθνύ δηαλύζκαηνο% 

x = 

     1 

     0 

     0 

>> [ lamda,v ] = RayleighM( A,x,tol,N ) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε RayleighM% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ αληίζηνηρσλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ% 

k = 1   m = 0.858320    x = [ 1.000000 , -0.954545 ,  -0.772727 ]  

k = 2   m = -0.169591   x = [ 1.000000 , -0.661618 ,  -0.284930 ]  

k = 3   m = -0.174576   x = [ 1.000000 , -0.724919 ,  -0.319712 ]  
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k = 4   m = -0.174703   x = [ 1.000000 , -0.724901 ,  -0.319652 ]  

k = 5   m = -0.174703   x = [ 1.000000 , -0.724901 ,  -0.319652 ]  

lamda = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

   -0.1747 

v = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    1.0000 

   -0.7249 

   -0.3197 

>> v/norm(v,2) %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλύζκαηνο δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο% 

ans = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

    0.7838 

   -0.5682 

   -0.2506 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο RayleighΜ γηα ηνλ πίλαθα Α θαίλνληαη θαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 

 

k m 𝐱  

1 0,858320 [ 1,000000, -0,954545, -0,772727 ]
Τ 

2 -0,169591  [ 1,000000, -0,661618, -0,284930 ]
Τ 

3 -0,174576  [ 1,000000, -0,724919, -0,319712 ]
Τ 

4 -0,174703  [ 1,000000, -0,724901, -0,319652 ]
Τ 

5 -0,174703 [ 1,000000, -0,724901, -0,319652 ]
Τ 

φπνπ:  

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

Παξαηεξνχκε φηη ν αιγφξηζκνο εθηέιεζε 5 επαλαιήςεηο θαη ζαλ έμνδν καο δίλεη ηελ 

ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο lamda = −0,1747 θαη ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο v =  
1,0000

−0,7249
−0,3197

 . 
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Καιψληαο  ηε ζπλάξηεζε eig, ην πξφγξακκα καο εκθαλίδεη ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα 

αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Α ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή. 

 

>> [X,L]=eig(A) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε eig% 

X = %εκθάληζε ηδηνδηαλπζκάησλ αλά ζηήιε% 

   -0.3615   -0.7838    0.3772 

   -0.5478    0.5682   -0.8011 

   -0.7545    0.2506    0.4648 

L = %εκθάληζε αληίζηνηρσλ ηδηνηηκώλ% 

    6.5465     0         0 

         0   -0.1747     0 

         0         0   -4.3718 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο eig γηα ηνλ πίλαθα Α θαίλνληαη θαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 

L 𝐗  

6,5465 [ -0,3615, -0,5478, -0,7545 ]
Τ 

-0,1747 [ -0,7838, 0,5682, 0,2506 ]
Τ 

-4,3718 [ 0,3772, -0,8011, 0,4648 ]
Τ 

φπνπ: 

L: νη ηδηνηηκέο ι ηνπ πίλαθα Α, 

X : ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥  ηνπ πίλαθα Α. 

Παξαηεξνχκε φηη ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ηεο ζπλάξηεζεο RayleighΜ 

ηαπηίδεηαη κε ηελ ειάρηζηε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηεο ζπλάξηεζεο eig. Γειαδή: 

lamda = −0,1747 = min  𝐿1 ,  𝐿2 ,  𝐿3  . 

Δπίζεο,  παξαηεξνχκε φηη ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο 

RayleighΜ δηαηξεκέλε κε ηε λφξκα-2 απηήο ηαπηίδεηαη κε ην ηδηνδηάλπζκα πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ ειάρηζηε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηεο ζπλάξηεζεο eig. Γειαδή: 

v 

 v  2
=  

−0,7838
0,5682
0,2506

 . 
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3.6   υγκριτική εφαρμογή των μεθόδων 
 

Όπσο είδακε θαη παξαπάλσ, ε εχξεζε ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ελφο  

πίλαθα Α κε ηε ρξήζε ηνπ Matlab κπνξεί λα γίλεη κε ηε ζπλάξηεζε eig, θαζψο επίζεο 

θαη κε ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίζηεθαλ, δειαδή κε ηε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ 

(PowerM), κε ηε ζπκκεηξηθή κέζνδν ησλ δπλάκεσλ (SymPowM), κε ηελ 

αληίζηξνθε κέζνδν ησλ δπλάκεσλ (InvPowM) θαη κε ηε κέζνδν ησλ πειίθσλ 

Rayleigh (RayleighΜ). Σηε ζπλέρεηα ζα ζπγθξίλνπκε απηέο ηηο πξνζεγγηζηηθέο 

κεζφδνπο σο πξνο ηελ ηαρχηεηα ζχγθιηζεο θαη ηνλ αξηζκφ επαλαιήςεσλ πνπ 

ρξεηάδεηαη θάζε κέζνδνο γηα λα νινθιεξσζεί. Γηα λα ζπγθξίλνπκε ηηο κεζφδνπο κε 

βάζε απηέο ηηο παξακέηξνπο, ζα εθαξκφζνπκε αξρηθά έλα εληαίν παξάδεηγκα γηα φιεο 

ηηο παξαπάλσ κεζφδνπο πιελ ηεο ζπκκεηξηθήο θαη θαηφπηλ έλα παξάδεηγκα 

ζπκκεηξηθνχ πίλαθα γηα φιεο ηηο κεζφδνπο. 

 

 Παράδειγμα 34: 

Έζησ έλαο πίλαθαο 3×3: 

𝛢 =  
5
2
6

1
0
0

2
−1
3

 . 

Καιψληαο  ηε ζπλάξηεζε eig, ην πξφγξακκα καο εκθαλίδεη ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα 

αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Α ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή. 

>> A=[5 1 2;2 0 -1;6 0 3] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Α% 

A = 

     5     1     2 

     2     0    -1 

     6     0     3 

>> [X,L]=eig(A) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε eig% 

X = %εκθάληζε ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ πίλαθα Α θαηά ζηήιε% 

   -0.6128   -0.1763    0.2756 

   -0.0571   -0.7178   -0.8723 

   -0.7882    0.6736   -0.4039 

L = %εκθάληζε αληίζηνηρσλ ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα Α θαηά ζηήιε% 
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    7.6653         0             0 

         0        1.4297         0 

         0             0       -1.0950 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο eig γηα ηνλ πίλαθα Α θαίλνληαη θαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 

L 𝐗  

7,6653 [ -0,6128, -0,0571, -0,7882 ]
Τ 

1,4297 [ -0,1763, -0,7178, 0,6736 ]
Τ 

-1,0950 [ 0,2756, -0,8723, -0,4039 ]
Τ 

φπνπ: 

L: νη ηδηνηηκέο ι ηνπ πίλαθα Α, 

X : ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥  ηνπ πίλαθα Α. 

Οξίδνπκε σο αξρηθφ δηάλπζκα ην 𝑥 =  
1
0
0
 , ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα tol=10

-6
 θαη ηνλ 

κέγηζην αξηζκφ επαλαιήςεσλ Ν=50 σο δεδνκέλα ησλ πξνζεγγηζηηθψλ κεζφδσλ πνπ 

ζα αθνινπζήζνπλ. 

>> x=[1;0;0] %νξίδνπκε αξρηθό δηάλπζκα% 

x = 

     1 

     0 

     0 

>> tol=10^(-6); %νξίδνπκε επηζπκεηή αθξίβεηα% 

>> N=50; %νξίδνπκε κέγηζην αξηζκό επαλαιήςεσλ% 

Καιψληαο ηε ζπλάξηεζε PowerM πνπ έρνπκε απνζεθεχζεη ζηε βηβιηνζήθε ηνπ 

Matlab ζε κνξθή m-file, ην πξφγξακκα ππνινγίδεη ηελ lamda πξνζέγγηζε ηεο 

κεγαιχηεξεο θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκήο ι θαη ηελ αληίζηνηρε v  πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ φηαλ ηε δηαηξέζνπκε κε ηε λφξκα-2 απηήο ηαπηίδεηαη κε ην 

αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 𝑥 . 

>> tic,[lamda,v]=PowerM(A,x,tol,N),toc  %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε PowerM θαη ην 
ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη κέρξη λα νινθιεξσζεί ν αιγόξηζκνο% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ% 

k = 1   m = 5.000000   x = [ 0.833333 , 0.333333 ,  1.000000 ]  
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k = 2   m = 8.000000   x = [ 0.812500 , 0.083333 ,  1.000000 ]  

k = 3   m = 7.875000   x = [ 0.780423 , 0.079365 ,  1.000000 ]  

k = 4   m = 7.682540   x = [ 0.778581 , 0.073003 ,  1.000000 ]  

k = 5   m = 7.671488   x = [ 0.777673 , 0.072628 ,  1.000000 ]  

k = 6   m = 7.666038   x = [ 0.777585 , 0.072442 ,  1.000000 ]  

k = 7   m = 7.665507   x = [ 0.777557 , 0.072424 ,  1.000000 ]  

k = 8   m = 7.665339   x = [ 0.777553 , 0.072419 ,  1.000000 ]  

k = 9   m = 7.665318   x = [ 0.777552 , 0.072418 ,  1.000000 ]  

lamda = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

    7.6653 

v = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    0.7776 

    0.0724 

    1.0000 

Elapsed time is 0.001066 seconds. %εκθάληζε ηνπ ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο πνπ 
ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο κέρξη λα ηεξκαηίζεη% 

>> v/norm(v,2) %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλύζκαηνο δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο% 

ans= %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

    0.6128 

    0.0571 

    0.7882 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο PowerM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο: 

k m 𝐱  

1 5,000000 [ 0,833333, 0,333333, 1,000000 ]
T 

2 8,000000 [ 0,812500, 0,083333, 1,000000 ]
T 

3 7,875000 [ 0,780423, 0,079365, 1,000000 ]
T 

4 7,682540 [ 0,778581, 0,073003, 1,000000 ]
T 

5 7,671488 [ 0,777673, 0,072628, 1,000000 ]
T 

6 7,666038 [ 0,777585, 0,072442, 1,000000 ]
T 
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7 7,665507 [ 0,777557, 0,072424, 1,000000 ]
T 

8 7,665339 [ 0,777553, 0,072419, 1,000000 ]
T 

9 7,665318 [ 0,777552, 0,072418, 1,000000 ]
T 

φπνπ:  

k: ν αχμσλ αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

PowerM 

k 9 

lamda 7,6653 

𝐯  [ 0,7776, 0,0724, 1,0000 ]
T 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [ 0,6128, 0,0571, 0,7882 ]
T 

ρξόλνο 0,001066 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

v / v  2: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαλνληθνπνηεκέλε, 

ρξφλνο: ην ρξνληθφ δηάζηεκα ζε δεπηεξφιεπηα πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγφξηζκνο κέρξη λα 

ηεξκαηίζεη. 

Καιψληαο ηε ζπλάξηεζε InvPowM πνπ έρνπκε απνζεθεχζεη ζηε βηβιηνζήθε ηνπ 

Matlab ζε κνξθή m-file, ην πξφγξακκα ππνινγίδεη ηελ πξνζέγγηζε lamda ηεο 

ηδηνηηκήο ι θαη ηελ αληίζηνηρε πξνζέγγηζε v  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ φηαλ ηε 

δηαηξέζνπκε κε ηε λφξκα-2 απηήο ηαπηίδεηαη κε ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 𝑥 . Ζ 

ηαρχηεηα ζχγθιηζεο εμαξηάηαη επηπιένλ απφ ηνλ αξηζκφ q πνπ νξίδνπκε ζην 

πξφγξακκα. 

Οξίδνπκε έλαλ «ηπραίν» αξηζκφ q=7 θαη θαινχκε ηε ζπλάξηεζε InvPowM. 

>> q=7;  %νξίδνπκε ηνλ αξηζκό q% 

> tic,[lamda,v]=InvPowM(A,x,q,tol,N),toc %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε InvPowM θαη 
ην ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη κέρξη λα νινθιεξσζεί ν αιγόξηζκνο% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ% 

k = 1   m = 8.071429   x = [ 0.666667 , 0.047619 ,  1.000000 ]  

k = 2   m = 7.744681   x = [ 0.790780 , 0.078014 ,  1.000000 ]  

k = 3   m = 7.656730   x = [ 0.776122 , 0.071573 ,  1.000000 ]  
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k = 4   m = 7.666274   x = [ 0.777712 , 0.072534 ,  1.000000 ]  

k = 5   m = 7.665201   x = [ 0.777534 , 0.072402 ,  1.000000 ]  

k = 6   m = 7.665324   x = [ 0.777554 , 0.072420 ,  1.000000 ]  

k = 7   m = 7.665310   x = [ 0.777552 , 0.072417 ,  1.000000 ]  

k = 8   m = 7.665311   x = [ 0.777552 , 0.072418 ,  1.000000 ]  

lamda = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

    7.6653 

v = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    0.7776 

    0.0724 

    1.0000 

Elapsed time is 0.001183 seconds. %εκθάληζε ηνπ ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο πνπ 
ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο κέρξη λα ηεξκαηίζεη% 

>> v/norm(v,2) %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλύζκαηνο δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο% 

ans = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

    0.6128 

    0.0571 

    0.7882  

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο InvPowM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ 

πίλαθεο: 

k m 𝐱  

1 8,071429  [ 0,666667, 0,047619, 1,000000 ]
Τ 

2 7,744681  [ 0,790780, 0,078014, 1,000000 ]
Τ 

3 7,656730  [ 0,776122, 0,071573, 1,000000 ]
Τ 

4 7,666274  [ 0,777712, 0,072534, 1,000000 ]
Τ 

5 7,665201  [ 0,777534, 0,072402, 1,000000 ]
Τ 

6 7,665324  [ 0,777554, 0,072420, 1,000000 ]
Τ 

7 7,665310  [ 0,777552, 0,072417, 1,000000 ]
Τ 

8 7,665311  [ 0,777552, 0,072418, 1,000000 ]
Τ 

φπνπ:  

k: ν αχμσλ αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 
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m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

InvPowM 

k 8 

lamda 7,6653 

𝐯  [ 0,7776, 0,0724, 1,0000 ]
T 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [ 0,6128, 0,0571, 0,7882 ]
T 

ρξόλνο 0,001183 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

v / v  2: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαλνληθνπνηεκέλε, 

ρξφλνο: ην ρξνληθφ δηάζηεκα ζε δεπηεξφιεπηα πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγφξηζκνο κέρξη λα 

ηεξκαηίζεη. 

Καιψληαο ηε ζπλάξηεζε RayleighΜ πνπ έρνπκε απνζεθεχζεη ζηε βηβιηνζήθε ηνπ 

Matlab ζε κνξθή m-file, ην πξφγξακκα ππνινγίδεη ηε lamda πξνζέγγηζε ηεο 

κεγαιχηεξεο θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκήο ι θαη ηελ αληίζηνηρε πξνζέγγηζε v  ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ φηαλ ηε δηαηξέζνπκε κε ηε λφξκα-2 απηήο ηαπηίδεηαη κε ην 

αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 𝑥 . 

>> tic, [lamda,v]=RayleighM(A,x,tol,N), toc %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε RayleighM 
θαη ην ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη κέρξη λα νινθιεξσζεί ν αιγόξηζκνο% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ% 

k = 1   m = 5.577689   x = [ 0.333333 , -0.066667 ,  1.000000 ]  

k = 2   m = 8.132151   x = [ 1.000000 , 0.259981 ,  0.810606 ]  

k = 3   m = 7.719505   x = [ 0.799137 , 0.086873 ,  1.000000 ]  

k = 4   m = 7.665769   x = [ 0.777725 , 0.072552 ,  1.000000 ]  

k = 5   m = 7.665311   x = [ 0.777552 , 0.072418 ,  1.000000 ]  

k = 6   m = 7.665311   x = [ 0.777552 , 0.072418 ,  1.000000 ]  

lamda = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

    7.6653 
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v = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    0.7776 

    0.0724 

    1.0000 

Elapsed time is 0.001258 seconds. %εκθάληζε ηνπ ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο πνπ 
ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο κέρξη λα ηεξκαηίζεη% 

>> v/norm(v,2) %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλύζκαηνο δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο% 

ans = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

    0.6128 

    0.0571 

    0.7882 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο RayleighM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ 

πίλαθεο: 

k m 𝐱  

1 5,577689 [ 0,333333, -0,066667, 1,000000 ]
T 

2 8,132151 [ 1,000000, 0,259981, 0,810606 ]
T 

3 7,719505 [ 0,799137, 0,086873, 1,000000 ]
T 

4 7,665769 [ 0,777725, 0,072552, 1,000000 ]
T 

5 7,665311 [ 0,777552, 0,072418, 1,000000 ]
T 

6 7,665311 [ 0,777552, 0,072418, 1,000000 ]
T 

φπνπ:  

k: ν αχμσλ αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

RayleighM 

k 6 

lamda 7,6653 

𝐯  [ 0,7776, 0,0724, 1,0000 ]
T
 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [ 0,6128, 0,0571, 0,7882 ]
T 

ρξόλνο 0,001258 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 
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lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

v / v  2: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαλνληθνπνηεκέλε,  

ρξφλνο: ην ρξνληθφ δηάζηεκα ζε δεπηεξφιεπηα πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγφξηζκνο κέρξη λα 

ηεξκαηίζεη. 

Με ηε βνήζεηα ηεο ζπλάξηεζεο eig, ε κεγαιχηεξε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηνπ 

πίλαθα Α θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή είλαη: 

eig 

𝐋𝒎𝒂𝒙 𝒙  

7,6653 [ -0,6128, -0,0571, -0,7882 ]
Τ 

 

Ο παξαθάησ πίλαθαο καο δείρλεη ζπγθεληξσηηθά ηα ηειηθά απνηειέζκαηα θάζε 

κεζφδνπ: 

 PowerM InvPowM RayleighM 

k 9 8 6 

lamda 7,6653 7,6653 7,6653 

𝐯  [ 0,7776, 0,0724, 1,0000 ]
T 

[ 0,7776, 0,0724, 1,0000 ]
T 

[ 0,7776, 0,0724, 1,0000 ]
T
 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [ 0,6128, 0,0571, 0,7882 ]
T 

[ 0,6128, 0,0571, 0,7882 ]
T 

[ 0,6128, 0,0571, 0,7882 ]
T 

ρξόλνο 0,001066 0,001183 0,001258 

 

Σηηο πξνζεγγηζηηθέο κεζφδνπο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε παξαηεξνχκε φηη: 

𝐥𝐚𝐦𝐝𝐚 = 𝐋𝒎𝒂𝒙 = 7,6653, 

𝝆 ⋅
𝐯 

 𝐯  𝟐
= 𝒙 = − 

0,6128
0,0571
0,7882

 , 

φπνπ 𝜌 = −1, φπνπ 𝜌 ∈ ℝ. Τν δηάλπζκα −𝑥  είλαη παξάιιειν ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο 𝑥 . 

Σηνλ παξαθάησ πίλαθα βιέπνπκε ηα ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ηα απνηειέζκαηα ησλ 

κεζφδσλ: 

ζπλάξηεζε πιενλέθηεκα κεηνλέθηεκα 

PowerM ζπληνκφηεξνο ρξφλνο κεγαιχηεξνο αξηζκφο επαλαιήςεσλ 

InvPowM δπλαηφηεηα επηινγήο ηεο 

παξακέηξνπ q πνπ επεξεάδεη ηνλ 

αξηζκφ ησλ επαλαιήςεσλ 

ζρεηηθά ζπληνκφηεξνο ρξφλνο θαη 

πεξηζζφηεξεο επαλαιήςεηο απφ ηε 

RayleighM 

RayleighM κηθξφηεξνο αξηζκφο επαλαιήςεσλ  κέγηζηνο ρξφλνο 
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Παράδειγμα 35: 

Έζησ ν ζπκκεηξηθφο πίλαθαο 3×3: 

𝐵 =  
3
1
0

1
5
2

0
2
1
 . 

Καιψληαο  ηε ζπλάξηεζε eig, ην πξφγξακκα καο εκθαλίδεη ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα 

αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα B ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή. 

>> B=[3 1 0;1 5 2;0 2 1] %εηζάγνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα B% 

B = 

     3     1     0 

     1     5     2 

     0     2     1 

>> [X,L]=eig(B) %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε eig% 

X = %εκθάληζε ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ πίλαθα Β θαηά ζηήιε% 

    0.1387    0.9478   -0.2872 

   -0.3996   -0.2118   -0.8919 

    0.9061   -0.2384   -0.3494 

L = %εκθάληζε αληίζηνηρσλ ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα Β θαηά ζηήιε% 

    0.1180     0         0 

         0    2.7765     0 

         0         0    6.1055 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο eig γηα ηνλ πίλαθα Β θαίλνληαη θαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 

L 𝐗  

0,1180 [ 0,1387, -0,3996, 0,9061 ]
Τ
 

2,7765 [ 0,9478, -0,2118, -0,2384 ]
Τ 

6,1055 [ -0,2872, -0,8919, -0,3494 ]
Τ 

φπνπ: 

L: νη ηδηνηηκέο ι ηνπ πίλαθα Β, 

X : ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα 𝑥  ηνπ πίλαθα Β. 
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Οξίδνπκε σο αξρηθφ δηάλπζκα ην 𝑥 =  
1
1
1
 , ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα tol=10

-6
 θαη ηνλ 

κέγηζην αξηζκφ επαλαιήςεσλ Ν=50 σο δεδνκέλα ησλ πξνζεγγηζηηθψλ κεζφδσλ πνπ 

ζα αθνινπζήζνπλ. 

>> x=[1;1;1] %νξίδνπκε ην αξρηθό δηάλπζκα% 

x = 

     1 

     1 

     1 

>> tol=10^(-6); %νξίδνπκε ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα% 

>> N=50; %νξίδνπκε ην κέγηζην αξηζκό επαλαιήςεσλ% 

>> tic,[lamda,v]=PowerM(B,x,tol,N),toc %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε PowerM θαη ην 
ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη κέρξη λα νινθιεξσζεί ν αιγόξηζκνο% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ% 

k = 1    m = 4.000000   x = [ 0.500000 , 1.000000 ,  0.375000 ]  

k = 2    m = 6.250000   x = [ 0.400000 , 1.000000 ,  0.380000 ]  

k = 3    m = 6.160000   x = [ 0.357143 , 1.000000 ,  0.386364 ]  

k = 4     m = 6.129870   x = [ 0.337924 , 1.000000 ,  0.389301 ]  

k = 5     m = 6.116525   x = [ 0.329234 , 1.000000 ,  0.390630 ]  

k = 6     m = 6.110495   x = [ 0.325293 , 1.000000 ,  0.391233 ]  

k = 7     m = 6.107760   x = [ 0.323503 , 1.000000 ,  0.391507 ]  

k = 8     m = 6.106518   x = [ 0.322690 , 1.000000 ,  0.391632 ]  

k = 9     m = 6.105953   x = [ 0.322320 , 1.000000 ,  0.391689 ]  

k = 10   m = 6.105697   x = [ 0.322151 , 1.000000 ,  0.391714 ]  

k = 11   m = 6.105580   x = [ 0.322075 , 1.000000 ,  0.391726 ]  

k = 12   m = 6.105527   x = [ 0.322040 , 1.000000 ,  0.391731 ]  

k = 13   m = 6.105503   x = [ 0.322024 , 1.000000 ,  0.391734 ]  

k = 14   m = 6.105492   x = [ 0.322017 , 1.000000 ,  0.391735 ]  
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k = 15   m = 6.105487   x = [ 0.322014 , 1.000000 ,  0.391735 ]  

k = 16   m = 6.105485   x = [ 0.322012 , 1.000000 ,  0.391736 ]  

k = 17   m = 6.105483   x = [ 0.322012 , 1.000000 ,  0.391736 ]  

lamda = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

    6.1055 

v = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    0.3220 

    1.0000 

    0.3917 

Elapsed time is 0.001870 seconds. %εκθάληζε ηνπ ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο πνπ 
ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο κέρξη λα ηεξκαηίζεη% 

>> v/norm(v,2) %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλύζκαηνο δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο%  

ans = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

    0.2872 

    0.8919 

    0.3494 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο PowerM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο: 

k m 𝐱  

1 4,000000  [ 0,500000, 1,000000, 0,375000 ]
T 

2 6,250000  [ 0,400000, 1,000000, 0,380000 ]
T 

3 6,160000  [ 0,357143, 1,000000, 0,386364 ]
T 

4 6,129870 [ 0,337924, 1,000000, 0,389301 ]
T 

5 6,116525  [ 0,329234, 1,000000, 0,390630 ]
T 

6 6,110495  [ 0,325293, 1.000000, 0,391233 ]
T 

7 6,107760  [ 0,323503, 1,000000, 0,391507 ]
T 

8 6,106518  [ 0,322690, 1,000000, 0,391632 ]
T 

9 6,105953  [ 0,322320, 1,000000, 0,391689 ]
T 

10 6,105697  [ 0,322151, 1,000000, 0,391714 ]
T 

11 6,105580  [ 0,322075, 1,000000, 0,391726 ]
T 

12 6,105527    [ 0,322040, 1,000000, 0,391731 ]
T 

13 6,105503  [ 0,322024, 1,000000, 0,391734 ]
T 

14 6,105492  [ 0,322017, 1,000000, 0,391735 ]
T 

15 6,105487  [ 0,322014, 1,000000, 0,391735 ]
T 
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16 6,105485  [ 0,322012, 1,000000, 0,391736 ]
T 

17 6,105483  [ 0,322012, 1,000000, 0,391736 ]
T 

φπνπ:  

k: ν αχμσλ αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

PowerM 

k 17 

lamda 6,1055 

𝐯  [ 0,3220, 1,0000, 0,3917 ]
T
 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [ 0,2872, 0,8919, 0,3494 ]
T
 

ρξόλνο 0,001870 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

v / v  2: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαλνληθνπνηεκέλε,  

ρξφλνο: ην ρξνληθφ δηάζηεκα ζε δεπηεξφιεπηα πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγφξηζκνο κέρξη λα 

ηεξκαηίζεη. 

Καιψληαο ηε ζπλάξηεζε SymPowM, ην πξφγξακκα βξίζθεη ηε lamda πξνζέγγηζε 

ηεο κεγαιχηεξεο θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκήο ι θαη ηελ αληίζηνηρε πξνζέγγηζε v  ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο 𝑥 . 

>> tic,[lamda,v] = SymPowM(B,x,tol,N),toc %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε SymPowM 

θαη ην ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη κέρξη λα νινθιεξσζεί ν αιγόξηζκνο% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ% 

k = 1    m = 5.000000   x = [ 0.423999 , 0.847998 ,  0.317999 ]  

k = 2    m = 6.033708   x = [ 0.350231 , 0.875578 ,  0.332719 ]  

k = 3    m = 6.090463   x = [ 0.316065 , 0.884981 ,  0.341924 ]  

k = 4    m = 6.102365   x = [ 0.300362 , 0.888846 ,  0.346028 ]  

k = 5    m = 6.104837   x = [ 0.293191 , 0.890522 ,  0.347865 ]  

k = 6    m = 6.105349   x = [ 0.289923 , 0.891267 ,  0.348694 ]  

k = 7    m = 6.105455   x = [ 0.288436 , 0.891603 ,  0.349069 ]  
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k = 8    m = 6.105477   x = [ 0.287760 , 0.891754 ,  0.349240 ]  

k = 9    m = 6.105481   x = [ 0.287452 , 0.891823 ,  0.349317 ]  

k = 10   m = 6.105482   x = [ 0.287312 , 0.891855 ,  0.349352 ]  

k = 11   m = 6.105483   x = [ 0.287249 , 0.891869 ,  0.349368 ]  

k = 12   m = 6.105483   x = [ 0.287220 , 0.891875 ,  0.349375 ]  

k = 13   m = 6.105483   x = [ 0.287207 , 0.891878 ,  0.349379 ]  

k = 14   m = 6.105483   x = [ 0.287201 , 0.891880 ,  0.349380 ]  

k = 15   m = 6.105483   x = [ 0.287198 , 0.891880 ,  0.349381 ]  

k = 16   m = 6.105483   x = [ 0.287197 , 0.891881 ,  0.349381 ]  

k = 17   m = 6.105483   x = [ 0.287196 , 0.891881 ,  0.349381 ]  

lamda = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

    6.1055 

v = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηoπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    0.2872 

    0.8919 

    0.3494 

Elapsed time is 0.003213 seconds. %εκθάληζε ηνπ ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο πνπ 
ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο κέρξη λα ηεξκαηίζεη% 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο SymPowM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ 

πίλαθεο: 

k m 𝐱  

1 5,000000  [ 0,423999, 0,847998, 0,317999]
T 

2 6,033708  [ 0,350231, 0,875578, 0,332719]
T 

3 6,090463  [ 0,316065, 0,884981, 0,341924]
T 

4 6,102365  [ 0,300362, 0,888846, 0,346028]
T 

5 6,104837  [ 0,293191, 0,890522, 0,347865]
T 

6 6,105349  [ 0,289923, 0,891267, 0,348694]
T 

7 6,105455  [ 0,288436, 0,891603, 0,349069]
T 

8 6,105477  [ 0,287760, 0,891754, 0,349240]
T 

9 6,105481  [ 0,287452, 0,891823, 0,349317]
T 

10 6,105482  [ 0,287312, 0,891855, 0,349352]
T 

11 6,105483  [ 0,287249, 0,891869, 0,349368]
T 

12 6,105483  [ 0,287220, 0,891875, 0,349375]
T 

13 6,105483  [ 0,287207, 0,891878, 0,349379]
T 
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14 6,105483  [ 0,287201, 0,891880, 0,349380]
T 

15 6,105483  [ 0,287198, 0,891880, 0,349381]
T 

16 6,105483  [ 0,287197, 0,891881, 0,349381]
T 

17 6,105483  [ 0,287196, 0,891881, 0,349381]
T 

φπνπ:  

k: ν αχμσλ αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

SymPowM 

k 17 

lamda 6,1055 

𝐯  [ 0,2872, 0,8919, 0,3494 ]
Τ 

ρξόλνο 0.003213 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

ρξφλνο: ην ρξνληθφ δηάζηεκα ζε δεπηεξφιεπηα πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγφξηζκνο κέρξη λα 

ηεξκαηίζεη. 

Καιψληαο ηε ζπλάξηεζε InvPowM πνπ έρνπκε απνζεθεχζεη ζηε βηβιηνζήθε ηνπ 

Matlab ζε κνξθή m-file, ην πξφγξακκα ππνινγίδεη ηελ πξνζέγγηζε lamda ηεο 

ηδηνηηκήο ι θαη ηελ αληίζηνηρε πξνζέγγηζε v  ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ φηαλ ηε 

δηαηξέζνπκε κε ηε λφξκα-2 απηήο ηαπηίδεηαη κε ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 𝑥 . Ζ 

ηαρχηεηα ζχγθιηζεο εμαξηάηαη επηπιένλ απφ ηνλ αξηζκφ q πνπ νξίδνπκε ζην 

πξφγξακκα. 

Οξίδνπκε έλαλ «ηπραίν» αξηζκφ q=5,9 θαη θαινχκε ηε ζπλάξηεζε InvPowM. 

>> q=5.9; %νξίδνπκε ηνλ αξηζκό q%  

>> tic,[lamda,v]=InvPowM(B,x,q,tol,N),toc  %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε InvPowM 

θαη ην ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη κέρξη λα νινθιεξσζεί ν αιγόξηζκνο% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ% 

k = 1   m = 6.407661   x = [ 0.293456 , 1.000000 ,  0.377760 ]  

k = 2   m = 6.108028   x = [ 0.323777 , 1.000000 ,  0.392126 ]  

k = 3   m = 6.105359   x = [ 0.321900 , 1.000000 ,  0.391729 ]  

k = 4   m = 6.105489   x = [ 0.322018 , 1.000000 ,  0.391735 ]  
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k = 5   m = 6.105482   x = [ 0.322011 , 1.000000 ,  0.391736 ]  

k = 6   m = 6.105483   x = [ 0.322011 , 1.000000 ,  0.391736 ]  

lamda = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηεο ηδηνηηκήο% 

    6.1055 

v = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    0.3220 

    1.0000 

    0.3917 

Elapsed time is 0.002052 seconds. %εκθάληζε ηνπ ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο πνπ 
ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο κέρξη λα ηεξκαηίζεη%  

>> v/norm(v,2) %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλύζκαηνο δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο% 

ans = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

    0.2872 

    0.8919 

    0.3494 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο InvPowM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ 

πίλαθεο: 

k m 𝐱  

1 6,407661  [ 0,293456, 1,000000, 0,377760 ]
Τ 

2 6,108028  [ 0,323777, 1,000000, 0,392126 ]
Τ 

3 6,105359  [ 0,321900, 1,000000, 0,391729 ]
Τ 

4 6,105489  [ 0,322018, 1,000000, 0,391735 ]
Τ 

5 6,105482  [ 0,322011, 1,000000, 0,391736 ]
Τ 

6 6,105483  [ 0,322011, 1,000000, 0,391736 ]
Τ 

φπνπ:  

k: ν αχμσλ αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 
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InvPowM 

k 6 

lamda 6,1055 

𝐯  [ 0,3220, 1,0000, 0,3917 ]
Τ
 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [ 0,2872, 0,8919, 0,3494 ]
Τ
 

ρξόλνο 0,002052 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

v / v  2: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαλνληθνπνηεκέλε,  

ρξφλνο: ην ρξνληθφ δηάζηεκα ζε δεπηεξφιεπηα πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγφξηζκνο κέρξη λα 

ηεξκαηίζεη. 

Καιψληαο ηε ζπλάξηεζε RayleighΜ πνπ έρνπκε απνζεθεχζεη ζηε βηβιηνζήθε ηνπ 

Matlab ζε κνξθή m-file, ην πξφγξακκα ππνινγίδεη ηε lamda πξνζέγγηζε ηεο 

ειάρηζηεο θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκήο ι θαη ηελ αληίζηνηρε πξνζέγγηζε v  ηνπ 

ηδηνδηαλχζκαηνο πνπ φηαλ ηε δηαηξέζνπκε κε ηε λφξκα-2 απηήο ηαπηίδεηαη κε ην 

αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα 𝑥 . 

>> tic, [lamda,v]=RayleighM(A,x,tol,N), toc %θαινύκε ηε ζπλάξηεζε RayleighM 
θαη ην ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη κέρξη λα νινθιεξσζεί ν αιγόξηζκνο% 

%εκθάληζε ησλ k πξνζεγγίζεσλ ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ% 

k = 1   m = 5.968421   x = [ 0.125000 , 1.000000 ,  0.312500 ]  

k = 2   m = 6.105292   x = [ 0.330622 , 1.000000 ,  0.393196 ]  

k = 3   m = 6.105483   x = [ 0.322011 , 1.000000 ,  0.391736 ]  

k = 4   m = 6.105483   x = [ 0.322011 , 1.000000 ,  0.391736 ]  

lamda = %εκθάληζε ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηδηνηηκήο% 

    6.1055 

v = %εκθάληζε ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηδηνδηαλύζκαηνο% 

    0.3220 

    1.0000 

    0.3917 
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Elapsed time is 0.001086 seconds. %εκθάληζε ηνπ ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο πνπ 
ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο κέρξη λα ηεξκαηίζεη% 

>> v/norm(v,2) %θαλνληθνπνηνύκε ηελ ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ 

ηδηνδηαλύζκαηνο δηαηξώληαο ηε κε ηε λόξκα-2 απηήο% 

ans = %εκθάληζε ηεο ηειηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή% 

    0.2872 

    0.8919 

    0.3494 

Τα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο RayleighM θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ 

πίλαθεο: 

k m 𝐱  

1 5,968421  [ 0,125000, 1,000000,  0,312500]
T 

2 6,105292  [ 0,330622, 1,000000,  0,393196]
T 

3 6,105483  [ 0,322011, 1,000000,  0,391736]
T 

4 6,105483  [ 0,322011, 1,000000,  0,391736]
T 

φπνπ:  

k: ν αχμσλ αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

m: ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο ι, ε 𝑚(𝜅), 

x : ε k-νζηή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x , ε 𝑥 (𝜅). 

RayleighM 

k 4 

lamda 6,1055 

𝐯  [0,3220, 1,0000, 0,3917]
T
 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [0, 2872, 0,8919, 0.3494]
T
 

ρξόλνο 0,001086 

φπνπ: 

k: ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ εθηέιεζε ν αιγφξηζκνο, 

lamda: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο, 

v : ε v  ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο, 

v / v  2: ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηεο ηδηνηηκήο θαλνληθνπνηεκέλε,  

ρξφλνο: ην ρξνληθφ δηάζηεκα ζε δεπηεξφιεπηα πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγφξηζκνο κέρξη λα 

ηεξκαηίζεη. 
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Με ηε βνήζεηα ηεο ζπλάξηεζεο eig, ε κεγαιχηεξε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηνπ 

πίλαθα Α θαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή είλαη: 

eig 

𝐋𝒎𝒂𝒙 𝒙  

6,1055 [ -0,2872, -0,8919, -0,3494 ]
Τ 

Ο παξαθάησ πίλαθαο καο δείρλεη ζπγθεληξσηηθά ηα ηειηθά απνηειέζκαηα θάζε 

κεζφδνπ: 

 PowerM InvPowM RayleighM SymPowM 

k 17 6 4 17 
lamda 6,1055 6,1055 6,1055 6,1055 

𝐯  [ 0,3220, 1,0000, 0,3917 ]T [ 0,3220, 1,0000, 0,3917 ]Τ [ 0,3220, 1,0000, 0,3917 ]T [ 0,2872, 0,8919, 0,3494 ]Τ 

𝐯 / 𝐯  𝟐 [ 0,2872, 0,8919, 0,3494 ]T [ 0,2872, 0,8919, 0,3494 ]Τ [ 0, 2872, 0,8919, 0,3494 ]T [ 0,2872, 0,8919, 0,3494 ]Τ 

ρξόλνο 0,001870 0,001947 0,001086 0,003213 

 

Σηηο πξνζεγγηζηηθέο κεζφδνπο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε παξαηεξνχκε φηη: 

𝐥𝐚𝐦𝐝𝐚 = 𝐋𝒎𝒂𝒙 = 6,1055, 

𝝆 ⋅
𝐯 

 𝐯  𝟐
= 𝒙 = − 

 0,2872
0,8919
0,3494

 , 

φπνπ 𝜌 = −1, φπνπ 𝜌 ∈ ℝ. Τν δηάλπζκα −𝑥  είλαη παξάιιειν ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο 𝑥 . 

Σηνλ παξαθάησ πίλαθα βιέπνπκε ηα ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ηα απνηειέζκαηα ησλ 

κεζφδσλ: 

ζπλάξηεζε πιενλέθηεκα κεηνλέθηεκα 

PowerM ζρεηηθά ζπληνκφηεξνο ρξφλνο απφ 

ηηο SymPowM θαη InvPowM 

ζρεηηθά κεγάινο ρξφλνο θαη κεγάινο 

αξηζκφο επαλαιήςεσλ 

InvPowM ζρεηηθά κηθξφο αξηζκφο 

επαλαιήςεσλ 

ζρεηηθά κεγάινο ρξφλνο 

RayleighM ζπληνκφηεξνο ρξφλνο θαη 

ειάρηζηνο αξηζκφο επαλαιήςεσλ 

 

SymPowM  κέγηζηνο ρξφλνο θαη κεγάινο 

αξηζκφο επαλαιήςεσλ 
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